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Resumen

Combinando el anilisis terico con el empirico, en este articulo se exami-
nan los términos (diferenciales) aplicados por el mercado de euromoneda
a prestatarios de varios paises antes de la crisis mundial de 1a deuda. Aunque
los histogramas de los diferenciales exhiben diversas formas, una distribu-
cién simple, la exponencial cudrtica, proporciona un excelente ajuste en to-
das las muestras. Después se ofrece un modelo de concesién de préstamos
en el que la distribucién de los diferenciales implicada es precisamente la
cudrtica exponencial. El modelo, que emplea la teoria de catistrofes, tam-
bién ilustra cémo la conducta optimizadora puede llevar a superficies de
respuestas Optimas que exhiben catistrofes elementales.

I. Introduccion

Las graves consecuencias de 1a actual crisis mundial de la deuda, junto con
la perenne fascinacién que las crisis financieras ejercen en los economistas,
han dado origen en los dltimos aflos a muchos estudios sobre el riesgo de
conceder préstamos a paises soberanos (véase la elegante resefla de Eaton,
Gersovitz y Stiglitz, 1986). Casi todos esos estudios, no obstante, se han ba-
sado en modelos puramente te6ricos o en inspecciones empiricas de los da-
tos agregados. Este trabajo proporciona un estudio teérico-empirico de los
términos aplicados por el mercado de euromoneda a prestatarios de varios
paises antes de la crisis de la deuda.

Mis precisamente, en la seccién 11 se examinan los diferenciales (mar-
genes, sobretasas) sobre la tasa interbancaria en Londres cargados a las enti-

* La versién en inglés esta por aparecer en el International Economic Review.
Este trabajo estd basado en los capitulos 3 y 4 de mi tesis doctoral (1986) en la Uni-
versidad de Wisconsin en Madison. Estoy en deuda de gratitud con mij asesor Wi-
lliam A. Brock por sus itiles comentarios. También agradezco a un jurado an6nimo
las criticas y sugerencias provechosas. Los errores que persistan son mios.
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dades publicas y privadas de seis paises. Las muestras son observaciones de
corte transversal tomadas sobre un corto periodo (usualmente un afo).
Aunque los histogramas de los diferenciales exhiben una variedad de for-
mas, una distribucién simple, la exponencial cudrtica de Fisher, proporcio-
na un ajuste muy bueno en todas las muestras.

En la seccién 11 se ofrece un marco tedrico que toma en considera-
cién tales hallazgos empiricos. Primero se presenta un modelo estitico en
el cual un prestamista elige los diferenciales que minimizan la pérdida espe-
rada. Puesto que esta ltima es parametrizada por las percepciones del pres-
tamista tanto del riesgo por pais como del riesgo idiosincritico, la superfi-
cie de respuestas 6ptimas del prestamista exhibe una forma que dista de ser
simple. Para algunos valores de los parimetros, de hecho, la superficie estd
dada por una ‘““caspide’, una de las catistrofes elementales de Thom
(1975). Este hallazgo ejemplifica los resultados obtenidos por Smith (1979)
en decisiones bayesianas y teoria de catdstrofes.

Como un segundo paso, y para explicar variables exdgenas tales como
la liquidez mundial, se incorpora el modelo estitico en un proceso de difu-
sion que determina los diferenciales. Desde Cobb (1978 y 1981), éste es un
procedimiento estindar. La densidad estacionaria de los diferenciales en-
contrada, a la cual convergen las densidades de transicién del proceso de
difusién, es precisamente la exponencial cuidrtica, proporcionando asi una
justificacién para emplearla en la seccién 1.

Finalmente, en la seccién Iv se indican algunas posibles extensiones
del modelo.

Antes de concluir esta introduccién, vale la pena sefialar la ambivalen-
cia prevaleciente entre los economistas en relacién con la teoria de catidstro-
fes (Tc). Como Balasko y otros han mostrado (ver Balasko, 1978, y sus refe-
rencias), la TC puede ser una til herramienta en el anilisis tedrico del
equilibrio. Sin embargo, los intentos de usarla para modelar la conducta
econémica han sido recibidos criticamente por la mayoria de los economis-
tas, puesto que la mayor parte de dichas aplicaciones (si no todas) no se han
basado en una conducta optimizadora. Como Fisher y Jammerneg (1986,
p. 16) reconocen en un interesante trabajo en que se usa la TC: ““El proble-
ma con el presente estado del arte de la aplicacién de Tc en economia es
que no hay una derivacién analitica de la forma especifica del modelo™.
Pero, no hay a priori ninguna razén para que esto sea asi. Este trabajo ilus-
tra que catistrofes elementales pueden surgir naturalmente en modelos de
optimizacion simples.

II. Un estudio empirico de los datos desagregados

Desde fines de los sesenta el mercado de euromoneda ha sido la principal
fuente de crédito forineo para la mayor parte de paises en desarrollo. Los
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costos del interés constituyen el componente mds importante del precio
del crédito de largo plazo en este mercado. Es comin que se agregue una
sobretasa (margen, diferencial) a alguna tasa flotante de interés de referen-
cia, como la interbancaria de Londres (Libor). Las sobretasas varian tanto
entre paises como entre los prestatarios de un pais dado. Como una medida
del riesgo del crédito, y de conformidad con el modelo de la seccién 1,
la sobretasa ajustada se definird como el resultado de sustraer de cada mat-
gen la sobretasa promedio cargada por el mercado (en el mismo trimestre)
a los prestatarios de paises industrializados.!

1. Los datos

Las muestras que se estudiardn en este trabajo se enlistan en la figura 1.
Cada una estd formada de las sobretasas ajustadas cargadas a entidades pa-
blicas y privadas de un pais en un periodo determinado. Las muestras se to-
maron de un estudio comprensivo de los términos del crédito aplicados a
doce de los paises en desarrollo mis endeudados en el periodo 1972-1982
(ver Urzia, 1986). En contraste con otros casos incluidos en ese estudio,
todas las muestras de la figura 1 comparten una importante caracteristica:
para cada pafs, y en un periodo dado, el promedio (ponderado por el tama-
fio del préstamo) de las sobretasas cargadas cada trimestre a los prestatarios
de ese pals es estable durante todo el periodo. Asi, a) puede suponerse que
las condiciones econdmicas y politicas, tal como las percibe el prestamista,
son también estables, y b) puede considerarse que las muestras estin forma-
das totalmente de observaciones de corte transversal.

Noétese que puesto que las tasas cargadas en el mercado de euromone-
da son, como regla, maltiplos de un octavo de 1% (esto es, 12.5 puntos ba-
se), los datos estin agrupados similarmente para producir los histogramas
de barras sombreadas en la figura 1. (Las barras sélidas, por otra parte, re-
presentan frecuencias estimadas por medio de la distribucion proporciona-
da mis adelante.)

Es necesario hacer dos comentarios adicionales antes de seguir adelan-
te: primero, el estudio incluye observaciones de Espafia, un pais que habi-
tualmente el Banco Mundial clasifica como industrializado, pero al que no
se catalogaba como tal en los setenta.? Segundo, ante la carencia de obser-

1 Puesto que la sobretasa promedio aplicada a entidades de paises industrializa-
dos cambié minimamente en la mayor parte del periodo estudiado, los histogramas
de las sobretasas sin ajustar son muy similares a los histogramas de las sobretesas
ajustadas mostradas mis adelante: Note también el lector que no se consideran otros
costos, como las tarifas por apertura de cuenta (commitment fees) y las comisiones
iniciales (front-end fees), puesto que fueron raramente publicados en los setenta.

2 La abundancia de observaciones en el caso de Espafia, mis que su esta-
do de desarrollo, fue la principal razén para incluirla. La primera muestra de Espafia
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vaciones, solo se hizo un leve intento por considerar la maduracion y cl
tamano de los préstamos; la seleccion fue usualmente restringida a présta-
mos de al menos 30 millones de délares y con una maduracién minima de
tres afios. Sin embargo, nétese que en los mis cuidadosos estudios empiri-
cos sobre la materia, por ejemplo, los de Edwards (1984 y 1986), tanto el
tamafio como la maduracién del préstamo no logran explicar suficiente-
mente la sobretasa. Ademds, como es bien reconocido en la literatura, no es
posible a priori determinar de qué forma la magnitud del préstamo (o la ma-
duracién) afecta el diferencial. Por un lado, la aversién al riesgo v la diversi-
ficacion del portafolio sugeririan una relacién positiva entre el tamafio del
préstamo y el diferencial; y por el otro, el costo unitario de emitir un présta-
mo tiende a disminuir cuando la magnitud del préstamo crece.

Examinemos ahora la figura 1. Un aspecto notable de ella es que va-
rios histogramas exhiben dos modas. Otra caracteristica interesante resalta
al contrastar los histogramas de paises para los cuales se dispone de mis de
una muestra. En el caso de Brasil, por ejemplo, el histograma 1a es unimo-
dal v muy simétrico —como si vinicra, por decirlo asi, de una poblacion nor-
mal—, mientras que ¢l 1b es indudablemente bimodal v sesgado. Aunque la
composicién de la mezcla de prestatarios pliblicos y privados brasilefios fue
pricticamente la misma en aquellos dos periodos, obsérvese que la segunda
muestra corresponde a los aflos en que la economia brasilefia estaba dete-
riorandose. Las muestras de Espafia son igualmente interesantes. En el caso
1g, una muestra tomada un poco después de la muerte de Franco, el histo-
grama es unimodal y la varianza de las sobretasas ajustadas es muy baja. Sin
embargo, en los casos 1h y li, tomados uno y tres afios mds tarde, los histo-
gramas son bimodales y las varianzas son mis grandes que antes. Sin embar-
£0, noteses que esto tiene lugar, bisicamente, en medio de la misma mezcla
de prestatarios, en su mayoria privados.

¢C6mo se podrian explicar esos hallazgos si, como suponemos, aqui,
los diferenciales ajustados son independientemente obtenidos de distribu-
ciones desconocidas? A priori hay lugar para muchas especificaciones esta-
disticas. Una posible forma de permitir multimodalidad es tener una mezcla
de varias poblaciones unimodales; por ejemplo, una mezcla de dos pobla-
ciones normales, ¢f (x; py, 07) + (1 — O)f (%; pp, 63), 0 < ¢ < 1, seria uni-
modal o bimodal, dependiendo de los valores tomados por sus parimetros.
Una opcién mis econdémica es tener distribuciones suficientemente flexi-
bles para exhibir diferentes nimeros de modas para diferentes valores de
Sus parimetros.

en la figura 1 se tomé un aio después de la muerte de Franco, un periodo sobre el
cual las sobretasas exhiben, notablemente bien, muy baja variabilidad (como se ilus-
tra repetidamente en Urzda, 1986, los sucesos politicos influyeron en las estimacio-
nes del riesgo de los prestamistas). Las muestras segunda y tercera de Espafia, por
otra parte, fueron arbitrariamente seleccionadas para contrastarlas con la primera.



Figura 1

Frecuencias observadas y esperadas de las sobretasas
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Entre todas las posibles especificaciones, uno deberia, desde luego,
considerar solamente distribuciones que proporcionen buenos ajustes, y
que estén justificadas desde un punto de.vista econémico. En el resto de
esta seccidn se introduce una clase de distribuciones multimodales y se
muestra que una de ellas, en particular, ajusta muy bien todas las muestras
de la figura 1. El resto del trabajo proporciona un modelo en el cual se mues-
tra que los diferenciales implicados siguen precisamente esta distribucién.

2. La distribucion exponencial cudrtica

Ronald Fischer (1921) introdujo las funciones de densidad de probabilidad
del tipo

h(x) = C@exp(—apx—ap? — ... —apx¥)—o <x < o (1)

donde & es un entero positivo par, g, es mayor que cero, y € (a) es la cons-

tante de normalizacién dado el vector de parimetros a = (aq,. . ., a). En

particular, la distribucién normal se obtiene cuando & es igual a dos.3
Definiendo el polinomio de orden impar g (x) como

gx) = e +ex + ... +epxtle=da; i=1,...,k (2)

se sigue que b’(x) = 05siy sélo si g(x) = 0. Esto es, las modas (miximos)
y antimodas (minimos) de la densidad b(x) corresponden a las raices reales
del polinomio g (x). Pero hay a lo mds & — 1, y al menos una, raices reales
dc g (x). Este hecho, la continuidad del polinomio y el signo de 4, implican
entonces que b (x) tiene, dependiendo de los valores del vector de parime-
tros a, a lo mids £/2 modas (y al menos una). En particular, cuando & = 4
en (1), se obtiene la densidad exponencial cuirtica, la cual exhibe una o dos
modas, dependiendo de los valores de a. Dado que todos los histogramas
en la figura 1 mostraron al menos dos modas, y que de la teoria que se desa-
rrollard mis adelante se desprende la exponencial cuirtica, esta densidad se
usard para ajustar todas las muestras.

Como destaca Cobb (1978 y 1981), se puede obtener una forma mis
ilustrativa de expresar la exponencial cudrtica después de reescribir el co-
rrespondiente polinomio cibico g(x) en su forma reducida:

80) = ey + exx + e3x? + egd® = [(x — NP — v[(x — 1)fs] — u; (3)

3 vale la pena notar que las distribuciones de Fisher maximizan la entropia de
Shannon entre todas las distribuciones continuas con momentos finitos de 6rdenes
dados (ver Urziia, 1988). En este sentido, ellas son las “mds verosimiles’” entre todas
las distribuciones con momentos finitos.
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donde los nuevos pardmetros estin dados por:
r=—esdes, s = (lle)h v =—sXey + e5r), y

u = —s(e + eyr + esr? + egrd). 4)

Usando esta transformacion, ya conocida en el siglo xvi por Gerénimo
Cardano, se puede reescribir la exponencial cudrtica como

b(x) = Cexp(u[(x — r)is] + v[(x — r)2s]%2 — [(x — P)is]¥4).  (5)

Esta reparametrizacién canénica proporcionard la liga conceptual entre
los hallazgos empiricos —que se expondrdn mis adelante— vy la teorfa desarro-
llada en la siguiente seccién. Como un punto final, el signo del discriminan-
te de Cardano

d = W) — w3, ©)

determina el nimero de modas: 1a densidad es bimodal cuando d < 0, y
unimodal de otra forma.

3. Estimacion

Sea X una variable aleatoria siguiendo una distribucién exponencial cudrti-
ca y considérese un conjunto de observaciones (x,. . .,x,) de la variable
aleatoria. Maximizando la funcién de verosimilitud se puede obtener un esti-
mado eficiente del vector de parimetros a. Aunque la tarea computacio-
nal de hallar los estimadores de Mv usando los métodos tradicionales es, en
principio, delicada —por ejemplo el algoritmo de Newton-Raphson re-
queriria nueve integraciones numéricas en cada etapa—, puede simpli-
ficarse significativamente usando un algoritmo debido a Matz (1978). Su
método, sorprendentemente, emplea inicamente los primeros cuatro mo-
mentos muestrales y requiere tan sélo una integraciéon numérica simple en
cada etapa.

Usando como valores iniciales los estimados obtenidos por medio de
un método de momentos atribuido a Aroian (1948),4 el algoritmo de Matz
fue entonces utilizado para encontrar los estimados de Mv del vector a.
Puesto que la reparametrizacién de la exponencial cudrtica dada en (5) pro-
bard ser mis 1til en la seccidn 111, el estimado de a se usé entonces para com-
putar los estimados de Mv de los pardmetros canénicos (u, v, r, s) definidos
en (4). Los resultados obtenidos aparecen en el cuadro 1.

4 Estos estimados, junto con los conjuntos completos de datos examinados en
este trabajo, pueden solicitarse al autor.
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Cuadro 1
Estimados de mdxima verosimilitud de los pardmetros canonicos
Y pruebas de la bondad de ajuste

Prueba x**  Prueba k—s**

Pais i ] P 4 X X, D Diw
Brasil (1) 051 -2.79 026 024 0.87 075 461 0.04 026
Brasil (n) 0.54 156 1.46 0.19 —0.07 3.19 7.78 0.12 022
Chile -0.92  0.06 051 025 021 220 924 005 020
México -0.49 081 037 027 004 350 924 006 023
Filipinas -1.40 -7.88 039 039 1863 122 461 003 024
Espaiia (i) 1.08 -1.53 0.17 025 042 206 625 0.02 024
Espafia (11) -0.11 132 0.16 0.17 -0.08 801 7.78* 0.09 0.22
Espaia (1) —0.68 1.90 0.44 0.26 —0.14 11.03 1202 0.08 0.19

Venezuela ()  0.22  2.16 0.12 0.25 -0.36 1.60 10.64 0.04 027

* X2 representa el valor del estadistico. X%0,, denota el valor critico al nivel de 10% de
significancia con » grados de libertad; donde » iguala el nimero de clases (esto es, el nimero
de barras sombreadas en el correspondiente histograma), menos el nimero de parimetros esti-
mados (cuatro aquf) menos uno.

** D denota el valor de los estadisticos. D v representa los valores criticos al nivel de
10% de significancia del estadistico de Kolmogorov-Smirnov para una muestra de tamafio N, co-
mo estd dado en Miller (1956).

2 El valor critico al nivel de significancia de 5% es 9.49.

El cuadro 1 también muestra dos pruebas sobre la bondad de ajuste;
éstas son la prueba chi-cuadrada, la cual es mds sensible a irregularidades
en la distribucién, y la prueba de Kolmogorov-Smirnov (X-s), que lo es mds
ante desviaciones respecto a la forma completa de la distribucién.> Como
se puede apreciar en el cuadro, las pruebas k-s nunca rechazan la bondad
de los ajustes al nivel de significancia de 10%. Lo mismo se mantiene para
la prueba chi-cuadrada, excepto para una de las muestras de Espafia (para la
que el valor del estadistico cae entre los niveles de significancia de 5 y 10
por ciento). Otra confortante caracteristica de los ajustes es que el estimado
del discriminante de Cardano, d —dado antes en (6)—, tiene el signo co-
rrecto; esto es, el nimero de modas de cada ajuste siempre corresponde al
nidmero de modas observado. La bondad de los ajustes también puede aqui-
latarse en la figura 1, que muestra las frecuencias observada y esperada. Aun
en las figuras 1(b), donde hay un mal ajuste entre las modas mayores obser-

5 Puesto que esas pruebas son bien conocidas, su descripcion es breve:
después de agrupar los datos en j clases, la prueba del estadistico chi estd dada por
Z(0; — EJ(1/E)), donde O,y E; son las frecuencias observada y esperada de la clase
i-ésima. El estadistico K — S, en otra veta, estd dado por el mdximo entre los
valores absolutos de las diferencias (S;— F),i = 1,. .., j, donde S; y F; son las
frecuencias acumuladas observada y esperada de la i-ésima clase.
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vada y esperada, y 1(g), ya identificado por la prueba chi-cuadrada, la fre-
cuencia esperada reproduce muy bien las otras partes de las distribuciones.
Vale la pena mencionar, como punto final, que con objeto de probar
normalidad cuando la alternativa es la exponencial cuirtica, sélo se necesita
probar la hipétesis nula Hy: a3 = a4 = 0. Esta interesante posibilidad se
explorarid ahora. Aunque pueden usarse varias pruebas posibles para ese
fin, aqui se usard la del multiplicador de Lagrange (ML), puesto que sélo re-
quiere cilculos bajo la hip6tesis nula. El estadistico ML estd definido como
ML = D’J1D/N, donde D es el vector promedio e [ es la matriz de infor-
macién, ambas evaluadas usando el estimador restringido de midxima vero-
similitud. Como se muestra en Urzia (1986, 1989), el estadistico de prueba
ML para este caso €s precisamente €l mismo que el ampliamente usado esta-
distico Jarque-Bera para normalidad (Jarque y Bera, 1987). A saber,

ML = N [(VB) %6 + (by — 3)%24] %)

donde N denota el tamafio muestral, y donde los momentos estandariza-
dos tercero y cuarto estin dados por Vb, = ms [(m,)>% y by = my l(my)?,
con m,, siendo el #n-ésimo momento central de la muestra.

Usando (7), la normalidad es ficilmente rechazada al nivel de signifi-
cancia de 10% en los casos (b) y (h) de la figura 1; en tanto que para los
casos (c), (g) € (i) la normalidad es rechazada a un nivel de significancia de
alrededor de 15%.% En casos tales como (a) y (e), sin embargo, la normali-
dad apenas puede ser rechazada. Por ello es alentador que, como serd expli-
citamente observado mis adelante, el modelo que se desarrollari en la si-
guiente seccién pueda modificarse para generar la distribucién normal
como un caso alternativo a la exponencial cuirtica.

I11. Un modelo de concesién de préstamos foraneos

Las pruebas incluidas en el cuadro 1 solamente implican, desde luego, que
no es posible rechazar, para alglin nivel de significancia, la hipétesis de
que las muestras realmente provienen de poblaciones exponencial cudrti-
cas. Esta seccién presenta un modelo que proporciona una posible razén
para que esto sea asi.

6 El estadistico de prueba en (7) estd asintéticamente distribuido bajo la hipéte-
sis nula como una chi cuadrada con dos grados de libertad. Los valores criticos para
muestras pequefias estdn dados en Jarque y Bera (1987). Los valores de los estadisti-
cos para los casos (@) hasta (¥) son, respectivamente, 0.06, 3.19, 2.05, 1.58, 0.16,

.0.43, 1.91,9.48 y 1.92,
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1. El marco bdsico

Considérese el caso de un prestamista que evalaa el riesgo de extender un
préstamo a una entidad de un pais dado. Es conveniente asumir en este mo-
mento que los factores que afectan el mercado de euromoneda como un
todo (por ejemplo, la liquidez del mercado) son constantes. Este supuesto
serd relajado mas adelante.

Denotemos con x al diferencial ajustado que se carga sobre el présta-
mo. Al igual que en la seccién 11, tanto la magnitud como la maduracién del
préstamo se asumen como exdégenamente dados (aunque pudieran influir
en el diferencial ajustado por medio de los parimetros definidos mis ade-
lante). Supdongase que los costos contables del prestamista, dados por la tasa
requerida de retorno sobre el capital y los costos administrativos, son igua-
les al diferencial promedio aplicado por el mercado a las entidades de paises
industrializados. Puesto que esas entidades (por ejemplo el reino de Suecia)
pueden considerarse sin duda como no riesgosas, el diferencial ajusta-
do puede suponerse un puro reflejo del riesgo por pais.

De la tasa aleatoria de rendimiento del proyecto que se financiard con
el préstamo, sustraemos tanto la tasa de retorno requerida del pais asi como
todos los otros costos del servicio del préstamo, aparte de la sobretasa ajus-
tada. Esta tasa “‘neta’’ de rendimiento aleatoria se denota como y. Sean para
el prestamista F,, () la distribucién que el prestamista asigna, a priori, a y,
y sea L, (x, y) su funcién de pérdida cuando el diferencial cargado es x y
la tasa neta de retorno es y. Fy L estin pametrizadas respectivamente por
u y v (escalares o vectores). Estos parimetros podrian cambiar cuando la
situacién politica y/o econémica del pais, segin lo perciba el prestamista,
varie. Por ejemplo, # y v podrian ser funciones de la actual proporcién de
la inversién en el pNB ‘del pais y/o funciones de algin indice numérico
de inestabilidad politica (# y v también podrian depender de la magnitud
y 12 maduracién del préstamo).

Un supuesto crucial se plantea ahora: supéngase que la funcién de
pérdida del prestamista es un promedio de las pérdidas derivadas de dos
estados de incertidumbre (las implicaciones de tener mis de dos estados se
explorari lineas adelante). Mis precisamente, supéngase que el prestamista
espera en el estado (= 1, 2) una tasa de rendimiento efectiva dada por
x — u;, donde g, representa una pérdida, o ganancia, ex post sobre cada
dolar prestado. Aunque las ¢’s podrin tomar cualquier valor, para facilitar
las interpretaciones que siguen, se puede fijar gy > 0y g = 0, de tal forma
que p, puede considerarse como los costos de cobro o de restructuracion
de la deuda, en el estado de alto riesgo. Denotando con ¢ su probabilidad
subjetiva de ocurrencia del estado 1, l1a funcién de pérdida del prestamista
se puede ahora postular como

Lyx,y) = clx—p =3 + (1 -9Lx—p2—)) @)
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donde L(2z) es una funcién de pérdida que se detallari mis adelante.

La especificacién en (8) trata de tomar en cuenta la heterogeneidad de
los prestatarios del pais (representando aqui un alto o un bajo riesgo, con
¢ dando la estimacién a priori de la proporcion de prestatarios de alto ries-
g0 por parte del prestamista). Sin embargo, (8) también puede emplearse
para modelar escenarios como los siguientes: debido a transtornos politicos
experimentados por un pais deudor durante el periodo, el prestamista con-
sidera la posibilidad de que el gobierno prestatario pudiera ser arrojado del
poder con probabilidad ¢ antes de que el préstamo sea rembolsado.

El siguiente supuesto es que el diferencial ajustado es solamente fijado
por el prestamista. Debe notarse, sin embargo, que las condiciones de prés-
tamo prevalecientes en el mercado de euromoneda cambiaron ampliamen-
te durante el periodo en estudio. Un mercado de prestamistas estaba mis
cerca de la realidad durante los setenta que al principio de los ochenta; y
se aplicaba mis probablemente para prestatarios privados que para pabli-
eos. El relajamiento de este supuesto, no obstante, se hari en la subseccién
4, donde las variaciones en las condiciones de préstamo se considerari:
como perturbaciones (no sistemaiticas) en los diferenciales.

Con objeto de tener un problema de decision bien definido bajo el su-
puesto de un mercado de prestamistas, la funcién de pérdida L(2) es ahora
tratada como estrictamente creciente en los valores absolutos de z. Esta
condicion puede interpretarse como sigue: en cada estado 7 el prestamista
incurre en una pérdida, debida a incumplimiento parcial o a una reprogra-
macidn del préstamo, cuando la tasa neta de retorno para el prestamista
x — p; excede la tasa neta de retorno para el pais y. Por otro lado, hay cos-
tos de oportunidad, beneficios renunciados, cuando x — p; < ».

Dados los supuestos anteriores, el problema de decisién del prestamis-
ta se reduce a elegir el diferencial x que minimiza la pérdida esperada:

Min RG) = § L, (x, 5)aF,0). ©)
yeY

Ahora se requieren formas funcionales especificas. La mis obvia candidata
para ser L(2) es la funcién de pérdida cuadritica: L(z) = k2%, k > 0. La es-
tructura de esta funcién, sin embargo, es demasiado simple para servir a los
propésitos de este documento. Hay, de cualquier manera, un buen motivo
para no elegirla; la funcién de pérdida cuadritica no es estable en el sentido
de Kadane y Chuang (1976), puesto que, COmo muestran estos autores, pe-
quefos errores en su especificacion podrian llevar a decisiones significati-
vamente mis malas. En vez de ello, la funcién de pérdida que aqui se usard
se tomé de la clase (acotada y estable) de funciones de pérdida de Lindley
(1976), y estd dada por:

L@ = 1 — exp(—22/2b), (10)
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donde b > 0. Né6tese que, como es requerido, es estrictamente creciente en
el valor absoluto de z (de hecho tiene la forma de una campana invertida).
Una distribucién particular F,, (y) es también necesaria. Se supondri
que F es la distribucién normal con varianza ¢? y (sin pérdida de generali-
dad) media cero.
Definiendo ahora

@«
E@ = [T Lx-par,0),
donde L es la misma funcién que en (10), se sigue que’
E@) = 1 —[bl(b + d?))% exp(- x*12[b + o?)). an

Consecuentemente, para estas formas funcionales particulares, el pro-
blema de decisién del prestamista (9) puede reescribirse como

Min R(x) = CE(x — p1) + (1 — ¢) E(x — py), 12)

donde 0 < ¢ < 1, i > py v E(x) estd dada en (11). Si hay un estado de
riesgo simple, entonces u1 = uy, y €l problema de minimizacién (12) se re-
suelve trivialmente en x = p;. Sin embargo, una vez hecha la distincién en-
tre los estados de alto y bajo riesgo, la superficie de respuestas éptimas se
vuelve bastante mds compleja. La subseccidén siguiente prepara al lector
para analizar este caso general.

2. Breves comentarios sobre la teoria de catdstrofes
Considérese el sistema dindmico
dx/dt = — dP, (x)/dx, 13)

donde P, , (x), lamado el potencial, depende de la variable de estado x, y
es parametrizado por las variables de control # y v. La teoria de catistrofes,
originada con Thom (1975), proporciona una clasificacién geométrica de
funciones como P, , (x) en términos de sus parimetros.®

7 Esto se sigue después de notar que el producto de la funcién de pérdida de
Lindley y la densidad normal con media cero, L(x — y)f(y; 0, ¢%),puede ser reexpre-
sado como f(y; 0, ¢?) — [r/olexp(— x*12[b + ) (»; p, 7°), con p = xa*/(b + 0?)
y 7 = bdib + &)

8 En lo que sigue, el potencial P, considerado como una funcién de x, u y v,
es supuesto suave y “genérico”’ (ver Zeeman, 1977). Una vez hecho el supuesto de
suavidad, la “genericidad’”’ es un requerimijento inocuo, puesto que cualquier fun-
cién suave puede ser arbitrariamente aproximada por una funcién suave y genérica.
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Representamos con M la superficie de valores estacionarios para los
cuales, en (13), dxrdt = O:

M = {(x, u,v) e X x U x Vil quedP,,(x)dx = 0}.

Nétese en particular que si hay un minimo o miximo (local) del potencial
P, , en x, entonces (x, u, v) estd en M. Nétese tambi€n que, por el signo
negativo en (13), un punto minimo es estable mientras que uno maximo no
lo es.

Apriori, M podria estar doblada sobre si misma, asf que podria haber
mis de un valor de x en M para valores dados de los pardmetros «# y v. De-
notamos con B al conjunto bifurcacién contenido en U x V tal que

dPu,v(x)/dx = dzP,,,,,(x)/dxz = 0;

donde la dltima igualdad es necesaria para que M se doble sobre si misma.
Por el teorema de clasificacién de Thom, este conjunto bifurcacién puede
ser localmente considerado como uno de los siguientes tres casos: 7) el con-
junto vacfo, #7) una curva suave sencilla, o #77) una curva suave sencilla ex-
cepto por un punto ‘‘cispide’ en ella. El primer caso se deriva cuando la
superficie tiene una forma simple de hoja de papel, como la pagina que ve
el lector. El segundo caso resulta cuando la superficie esti doblada sobre
ella misma en una forma “‘natural’; esto es, la superficie puede ser local-
mente descrita por la ecuacién x2 = v, de tal manera que para un valor
dado de u la resultante curva de nivel es una paribola. Finalmente, la forma
geomeétrica a la cual corresponde el tercer caso se aprecia en la figura 2.

Este altimo caso, llamado la catdstrofe cancdnica de la cuspide, repre-
senta la forma geométrica mis compleja entre los tres tipos considerados
en la clasificacién de Thom. El potencial correspondiente a la catastrofe de
la caspide es P, ,(x) = 414 — vx?/2 — ux, de manera que la superficie
de equilibrio M estd descrita por el polinomio cibico

X3 —uvx—u = 0, 14)

donde x, # y v pueden tomar cualquier valor real. En este caso el conjunto
bifurcacién estid dado por los puntos («, v) sobre el plano, tales que 27u?
= 413; esto puede verse diferenciando 3 —vx—u =0con respecto a x
para obtener 3x2-p = 0, v resolviendo para « y v. Nétese también que
en el punto cispide, (x, #, v) = (0, 0, 0), y la tercera derivada de P, ,(x)
se anula igualmente.

Como se muestra en la figura 2, M esta formada de tres hojas cuando
(1, v) € B. El potencial es minimizado sobre las hojas inferior y superior,
mientras que se maximiza en la intermedia. Consecuentemente, la hoja de
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Figura 2
Superficie cubica de equilibrio de la catdstrofe cuspide

Origen

Curva doblada

X

Cuspide

£ i

Espacio de control Conjunto bifurcacién

Se muestra una trayectoria paralela al eje v atravesando el espacio de control. Como la
trayectoria cruza el conjunto bifurcacién, el nimero de equilibrios dado por la superficie aumen-
ta de uno a tres.

en medio repele, en tanto que lo que resta de M, atrae. También debe notar-
se que puesto que €l proceso es guiado por una ecuacién diferencial, siem-
pre llevard a minimizar localmente el potencial (y asi la hoja superior es tan
relevante como la inferior). Se dice que este comportamiento sigue la regla
de retardo, opuesta a la regla de Maxwell, 1a cual s6lo permite elegir mini-
mos globales. En relacién con las variables de control # y v, en la literatura
€éstas son llamadas los factores normal y partidor, respectivamente, ya que,
como se aprecia en la figura, si v < 0, entonces cualquier cambio suave en
u llevaria a un cambio suave en x, mientras que si v > 0 entonces cambios
en x eventualmente traerian cambios discontinuos en x.

Para los propdsitos de este documento, es importante notar, Como un
punto final, que la ecuacién cibica en (14) es, excepto por un cambio de
coordenadas, andloga a la postulada en la ecuacién (3) de la dltima seccién.
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Puesto que tal polinomio da origen a la expresion de la exponencial cuarti-
ca mostrada en (5) y, como puntualizamos antes, los ceros del polinomio
son las modas y las antimodas de la densidad, se sigue que siempre que la
superficie ciibica se doble sobre si misma, la exponencial cudrtica implicada
por (14) es bimodal, y solamente entonces.

3. La superficie de respuestas optimas

Ahora afirmamos que la pérdida esperada por el prestamista R(x), dada en
(12), es un potencial que exhibe catistrofes clispide. La forma mis simple
de mostrar este resultado es aplicar el teorema 1 de Smith (1979);° pero,
con objeto de hacer este documento autocontenido, aqui se ofrece una
prueba de ello. Con el propdsio de evitar largas expresiones algebraicas, se
supondrai ahora que la suma b + ¢ es igual a uno en (11); asi que el pro-
blema del prestamista puede ser simplificado como

Min R(x) = cE(x — p;) + (1 — ©)E(x — uy), con (15)
0<c<1,pu >p,yE® =1—>bexp( x/2).

Los resultados para el caso mis general se presentan en ¢l apéndice; tales
resultados pueden ser ficil, aunque tediosamente, derivados al reproducir
los pasos que se siguen mas adelante.

La afirmacién se establece ahora explicitamente: R(x), definido en (15),
exhibe puntos cuspide a lo largo (y sélo a lo largo) de las coordenadas,

(x) (&} w) = (x’ 1/2: 1)1 (16)
donde X = (g + w)2 y w = (p — my)/2.

Para probar este resultado recordamos primero que un punto sobre la
superficie R'(x) = 0 es una cispide si y s6lo si R?(x). = RO)N(x) = 0. Asi,
cualquier punto cuspide tiene que cumplir

RO) = cEO(x —py) + 1 = EOx —pp) = 0, i=1,2,3(17)

donde, de (15), las primeras tres derivadas de E(x) estin dadas por

E’(x) = b2xexp(— x%/2),

2 Ver también Smith, Harrison y Zeeman (1981). Deberia notarse que ni el su-
puesto de normalidad de y ni el empleo de la funcién de pérdida de Lindley son ne-
Cesarias para generar catdstrofes. Se podria dar un marco mis general por medio de
la teorfa de “‘mezcla de catdstrofes” de Smith (ver Urzta, 1986).
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E@D(x) = — E'(x)(x* — 1)/x, (18)
E®(x) = E’'(x) (% — 3).

Ahora, después de hacer 7 = 1 e Z = 3 en la ecuacién (17) se obtiene
inmediatamente

E®(x — p)/E" (x — py) = EQ(x — w)/E’ (x — pa).

Esta igualdad y (18) implican que (x — g,)* = (x — up)?, lo cual a su vez
lleva a x = Xx. Similarmente, (17) también implica que

E@(x — p)/E'(x — 1) = EO(x — pp) IE"(x — pa).
Consecuentemente, usando nuevamente (18),
=)l = (x = )] = =)l — & — )

Esta ecuacién y x = x llevan a w = 1. Finalmente, la ecuaci6n (17), con

i = 1,y x = X directamente implican que ¢/(1 — ¢) = — E'(W)/E'(— w), lo
cual, por (18), es igual a uno. Asi ¢ = 1/2, y la prueba de la afirmacion se
completa.

Con una consecuencia, la superficie de diferenciales 6ptimos ajustados
cerca de cualquier catistrofe clispide es geométricamente aniloga a la figu-
ra 2. Mis precisamente, como se muestra en el apéndice, la superficie de
decisiones 6ptimas cercana a la cispide estd localmente dada por R'(x) =
— m(x) = 0, donde m(x) estd definida como

mx) = —(x— 7 + dlx— 7 + 4, (19)

conf = [(u + p)2]—2¢ + 1,4 = 6c—3yd = 3(u —pp) — 6. Es intere-
sante notar que el factor normal depende solamente del grado de heteroge-
neidad, dado por ¢, en tanto que el factor partidor es solamente funcién de
M1 — M2

Antes de concluir esta subseccién es necesario anotar que la discusién
anterior asume implicitamente que el prestatario sigue la regla de retardo.
Aunque parece natural que modelos estiticos tales como (15) requieran la
regla de Maxwell, la regla de retardo estd justificada en la extensién dindmi-
ca que se desarrolla a continuacién.

4. Incorporacion del modelo en un marco dindmico

Es tiempo ahora de reconocer, de una forma estilizada, que seguramente
cambios en variables, tales como las tasas de interés mundiales y la liquidez
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del mercado, provocaron modificaciones en los términos de los présta-
mos de un periodo al siguiente, aun si las condiciones econémicas y politi-
cas de los paises permanecieron inalteradas. El enfoque seguido aqui es
considerar que todas estas variables exdgenas influyeron de modo no siste-
mdtico al diferencial.

Mis precisamente, supdngase que el diferencial ajustado satisface la
ecuacion diferencial estocdstica

dX = m(X)dt + Vq dB(?), (20)

donde m(x), 1a media infinitesimal del proceso, estd dada por (19) —asi que
es supuesto que el vector (x, ¢, w) estd cerca de la cispide—; g, la varianza
infinitesimal, es una constante positiva, y B(¢) es el proceso de movimiento
browniano estindar (ver, por ejemplo, Karlin y Taylor, 1981).

La ecuacién (20) puede considerarse formada de dos componentes. El
primero es la ecuacion diferencial deterministica

dx/dt = m(x) = — dR/dx, (21)

la cual es simplemente la version dindmica del modelo estitico presentado
previamente. Los comentarios hechos en la subsecciéon 2 son relevantes
aqui; a saber, la regla de retardo se aplica en este caso, y los puntos minimos
implicados por (21) son siempre estables. El segundo componente €s el mo-
vimiento estindar browniano. Para los propdsitos de la exposicion se pue-
de considerar que “‘dB/dt’ —B(f) no es diferenciable en ninguna parte— es
un proceso gaussiano estacionario de tiempo continuo, de tal suerte que
(20) podria concebirse como aniloga al resultado de afadir al miembro de-
recho de (21) una coleccién de variables aleatorias normalmente distribui-
das indizadas por ¢. Estas perturbaciones representan los otros factores rele-
vantes (e inexplicados) que determinan los diferenciales.

Una vez que aquellos componentes se sumaron para obtener €l mode-
lo no optimizante de (20), emerge un nuevo supuesto implicito. Puesto que
los prestamistas no toman en cuenta (20), se sigue que no estdn conscientes
de la posibilidad de futuras perturbaciones; esto es, los prestamistas son
miopes. Para una defensa de esta posicion, véase el influyente trabajo de
Guttentag y Herring (1985, a, b), donde se afirma que la “‘miopia hacia el
desastre” de los prestamistas fue un factor importante detris de 1a presente
crisis de la deuda. Ver también a Urzida (1986, pp. 17-48) donde se ofrecen
varios ejemplos para apoyar esta afirmacion.

La solucién para (20), X(1), es, desde luego, un proceso estocistico en
si misma. Si el proceso comienza en x,, entonces, en un tiempo dado ¢, la
distribucién de transicion X(#) estd dada por P(x, ¢, xo) = PriX(H) < x |
X(0) = xg); donde P(x, 0, xg) s igual a2 uno si x = x, € igual a cero de otra
manera. De modo correspondiente, 1a densidad de transicién de X(#), si
existe, estd dada por
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Dlx, t, xg) = dP(x, t, xg)/dx.

El proceso estocistico estd completamente identificado por p(x, ¢, X).
Desafortunadamente, las densidades de transicién no pueden encontrarse de
manera explicita, excepto para casos muy especiales (por ejemplo), una me-
dia infinitesimal lineal). Sin embargo, puede darse una solucién explicita
para la densidad estacionaria del proceso, a 1a que la densidad de transicién
converge al paso del tiempo: b(x) = lim,_ o p(x, ¢, X¢); y 1a cual, en casos
de un buen comportamiento tal como éste, no depende de xy. Especifica-
mente, en el apéndice se muestra que la densidad estacionaria del proceso
gobernado por la ecuacién (20) estd dado por

b(x) = Cexp(§[2m)/qay). (22)

Mis precisamente, puesto que la media infinitesimal 72 (x) estd dada por
el polinomio cibico de (19), la densidad estacionaria es la exponencial
cuirtica

b(x) = Cexp(u[(x — r)is} + v[{x — r)/s]2/2 — [(x — r)/s]“), (23)
con s = (g/2)!/4,
ro= (- w2 —2¢ + 1, u = (2IgP"%6¢ - 3),

y v = Qg3 — m)— 6.

El vector de pardmetros (, s, «, v) de esta densidad depende de los parime-
tros de comportamiento ¢, g, p1 y po. Al revaluar el prestamista la verosimi-
litud de cada estado de incertidumbre, o cuando las condiciones del merca-
do cambian, o cuando las condiciones econémicas y politicas del pais
varian, los pardmetros de las densidades de transicién cambian a su vez.
Esto entonces lleva a cambios en los parimetros de la exponencial cudrtica
dada en (23), a 1a cual las densidades de transicién convergen. En particular,
dos diferentes vectores de parimetros de comportamiento podrian llevar
a drésticas diferencias en la forma (y el nimero de modas) de las exponen-
ciales cudrticas correspondientes. Asi pues, el modelo proporciona una ex-
plicacién de las paradojas de la figura 1. El circulo se ha completado.

Dos comentarios finales antes de concluir esta seccién. En primer tér-
mino, los pardmetros de comportamiento se pueden expresar en términos
de los parimetros de la exponencial cuirtica como:!0

10 Obsérvese que en el caso general, cuando & + ¢ no necesariamente es jgual
a uno, el nimero de parimetros de comportamiento excede en.uno al nimero de
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c = (1 + usB)2, py = 1 + 7 + s¥us + vi2)/3,
o = — 1 + r + s2us —v2)/3, y g = 2%

Usando los estimados del cuadro 1 y estas expresiones, se podrian iden-
tificar ios parimetros de comportamiento para cada una de las muestras. En
particular, puesto que en el cuadro todos los valores estimados de s son pe-
quefios, los correspondientes a ¢ y a ) — p se aproximarfan a 1/2 y 2, res-
pectivamente, para todas las muestras. Estas son precisamente las condicio-
nes derivadas con anterioridad para que se esté cerca de un punto cispide
En segundo lugar, si, en vez de asumir que m(x) estd dada por (19), se supo-
ne que m(x) es lineal (esto es, que la catdstrofe no fuese esperada), entonces,
como puede ser ficilmente comprobado, la distribucioén estacionaria del
correspondiente proceso de difusién engendraria la distribucién normal en
lugar de la exponencial cudrtica. '

IV. Comentarios finales y ampliaciones adicionales

En este trabajo se han examinado las distribuciones de los diferenciales apli-
cados por el mercado de euromoneda a entidades de varios paises. Aunque
se encontraron en ellas una variedad de formas, se mostré que una distribu-
cién simple, la exponencial cuirtica de Fischer, ajusta muy bien todas las
muestras. Este documento también ofrecié un modelo de préstamos fori-
neos donde la distribucién estacionaria de los diferenciales implicada es pre-
cisamente la exponencial cuirtica. Vale la pena notar, como punto final, que:
los resultados de este trabajo pueden aun ser extendidos en varios frentes.
A continuacién se revisarin brevemente tres de estas posibles extensiones.

1. El caso de tres estados de riesgo

Los histogramas de la figura 1 tienen al menos dos modas; por ello se eligié
la exponencial cuidrtica entre las densidades dadas en (1). Es interesante no-
tar, no obstante, que si alguno de los histogramas ha mostrado tres modas
el andlisis estadistico pudo extenderse remplazando, de haber sido necesa-
rio, la cudrtica por la exponencial séxtica —obtenida al hacer 2 = 6 en
(1)—, una densidad que exhibe de una a tres modas. Ademis, el modelo
tedrico también puede ser extendido como sigue: primero, modifiquese
(12) para considerar tres, en lugar de dos estados de riesgo. Esto es,

pardmetros de la distribucién. En este caso se requiere una restriccién previa sobre
alguno de los pardmetros para identificar completamente el modelo.
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R(x) = CE(X — p1) + QEX — pp) + c3E(x — pa),

donde ¢; + ¢ + ¢3 = 1y pu; > py > p3. Segundo, siguiendo a Smith
(1979), afirmese que la minimizacién de esta nueva pérdida esperada gene-
ra, para algunos valores de los parimetros, lo que Thom (1975) llama la ca-
tdstrofe de la mariposa. Esto es, muéstrese que la superficie de respuestas
6ptimas estd dada por R'(x) = —m(x) = 0, con m(x) = — (x — b)° + dy(x
— b)Y + dyx—b)? + dis(x —b) + dy. Y finalmente, usando (22), obsérvese
que la solucién estacionaria de (20) bajo la nueva especificacién es la expo-
nencial séxtica.!!

2. El caso de diferenciales acotados

Se supone en (20) que la variable de estado puede tomar cualquier valor so-
bre la recta real y que la varianza infinitesimal es constante. Tales supuestos,
sin embargo, no son necesarios. Los valores de la variable de estado pudie-
ran estar restringidos a otros intervalos abiertos sobre la recta real, como
por ejemplo en las siguientes dos alternativas: x > 4, y a < x < b, donde
a y b son nimeros reales. Las varianzas infinitesimales a postular en esos
casos pudieran ser, respectivamente, g(x) = g[x —a][b — x], cong > O,
por lo que la varianza seria cero siempre que la variable de estado tocara
cualquiera de sus barreras no absorbedoras. Las soluciones estacionarias de
(20) bajo estas dos nuevas especificaciones, puede mostrarse, son también
densidades multimodales.!?

3. El fenomeno de ‘‘contagio’’ de los ochenta

Ha sido asumido implicitamente que los diferenciales ajustados que se car-
gan a un pafs son independientes de l0s que se cargan a otros. Este es un
supuesto plausible mientras las muestras s6lo incluyan datos previos a la

11 vale la pena mencionar que si se quiere introducir cuatro o mis ‘‘tipos de
prestatarios’” en (12), el nimero de pardmetros seria demasiado grande para tener
una clasificacién finita de catdstrofes. Asi, en el caso de hallar histogramas con cuatro
0 mds modas, (12) no podria modificarse como antes. Aunque, desde luego, (20) y
el andlisis estadistico de la seccién 1 ain podrian modificarse eligiendo un polino-
mio apropiado m(x).

12 Cobb et al. (1983) estudian tales distribuciones estacionarias. Hay, sin em-
bargo, dos cualificaciones a considerar antes de hacer cualquier modificacion del
modelo a lo largo de esta linea: primero, la restriccién sobre los valores de x tiene
que ser no activa en el problema de optimizacién dado en (12). Y, segundo, se ten-
dria que comprobar si las nuevas distribuciones ajustan los datos tan satisfactoria
mente como la cudrtica exponencial.
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crisis de la deuda de 1982, puesto que todos los diferenciales aplicados por
el mercado de euromoneda subieron temporalmente, sin consideracién al-
guna de las condiciones econémicas de cada pais, después del comienzo de
la crisis. Aunque el marco optimizador ofrecido en (12) dificilmente pudiera
ser extendido para tomar en cuenta la concesion involuntaria de créditos
prevaleciente en el mercado desde agosto de1982, es interesante notar que
hay una forma directa de generalizar (20) con objeto de obtener distribucio-
nes estacionarias multimodales p-variadas: dX = m(X)dr + VVdB(t), donde
X = (Xy,..., Xp) es el vector de los diferenciales ajustados obtenidos por
los p paises de interés, m(X) = (my(X),. . ., myX)) es el vector de medias
infinitesimales, V es una matriz diagonal de orden p x p con elementos es-
trictamente positivos vy; —las covarianzas infinitesimales se suponen igua-
les a cero—, y B(?) es el vector del proceso de movimiento browniano
estindar. Cuando la media infinitesimal es un vector de (bien comportados)
polinomios en los p componentes, se puede mostrar que la solucién esta-
cionaria del proceso estd en la clase de distribuciones multivariadas estudia-
das en Urzia (1988).

Apéndice
A. Derivacion de la ecuacion (19)
El objetivo es hallar una expresion local para R’(x) = 0 alrededor de cual-

quier punto cuspide de la forma (x, ¢, w) = (%, 1/2, 1). Paratal fin considére-

se la expansién de Taylor de tercer orden para R’(x) alrededor de X:

3
RE+1®) (x — ®)it = 0, (A.1)

i=0

donde RO®) = cEO(— w) + (1 — ¢)ED(w). Pero nbtese que
E'(%) = b'2xexp(— x2/2), E®(x) = — E'(x) (x% — 1)/x, (A.2)
E®@) = E'x) (2 —3) vy ED®) = — E'(x) (2% — 642 + 3)/x
son alternativamente funciones pares y nones:
EO-w) = (- IYEOQw), i=1,..., 4

Asl, RO(X) = —2(c—1/2)EWw) para i=1, 3, y RO(F) = EO(w) para i = 2,
4; y, consecuentemente, definiendo z = x — X, (A.1) puede expresarse como

e + ez + e3> + 25 =0,cone =
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— 12(c — 12)E’ (w)! E®(w) (A.3)
e; = GEQW)ED(w) y e5 = — 6(c — 1/2)E3Nw)/ E® (w).

Usando ahora la transformacién de Cardano, dada por la ecuacién (4)
en el texto, se puede rescribir la ecuacién cibica en (A.3) como

[z — r(c, w)]® — v(c, w)[z — r(c, w)) — ulc, w) = 0, (A.4)
donde r, v y # son funcionesde los parimetros ¢ y w:
e, w) = 2(c — 12)E®) (w)/E® (w), (A.5)
v(c, w) = 3r(c, w? — 6EQw)/E®Dw) vy
ulc, w) = v(c, wyr(c, w) — r(c, wP + 12(c — 112)E’ (w)/E® (w).
El siguiente paso involucra la linealizacién de estas funciones alrededor
de (c, w) = (1/2, 1). Puesto que es inmediato de (A.5) que r(1/2, 1) = 0y
ru(l/2, 1) = 0, entonces

r(c, w) = r(1/2, 1)(c — 1/2) = — 2(c — 1/2). (A.6)

Asimismo, puesto que v(1/2,1), v.(1/2,1), u(1/2,1) y %,,(1/2,1) son todas
iguales a cero, como puede ser ficilmente verificado, entonces

vic, w) = v,(172, )(w — 1) = 6(w — 1), y A7)
u(c, w) = u(l/2, 1)(c — 1/2) = — 6(c — 1/2).

Finalmente, (A.6) y (A.7), junto con z = x — X, nos permiten rescribir
(A.4) como R'(x) = — m(x) = 0, con m(x) dada por la ecuacién (19) en el
texto.

B. Catdstrofes cuspide en el caso general

Siguiendo el mismo razonamiento usado para derivar (16) en el texto, se
puede mostrar que si la suma b + a2 no es necesariamente igual a uno, en-
tonces la correspondiente R(x), hallada después de remplazar (15) con (11),

exhibe puntos cispide solamente a lo largo de las coordenadas

(x, ¢, w) = & 1/2, [b + d?]'2),
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Similarmente, siguiendo los mismos pasos de la primera subseccion de es-
te apéndice, la superficie de decisiones 6ptimas alrededor de estos puntos
cuspide resulta ser dR/dx = — m(x) = 0, donde

mx) = —(X—7P + dx—7F) + @, con 7 = [(uy + pp)2]—Q2c — )b + ¢?)12,
@ = (6c—3)(b + 022 vy = 3 —ppy— 26 + AR (b + A2,
C. Derivacion de la ecuacion (22)

Puede ser mostrado (ver, por ejemplo, Karlin y Taylor, 1981, p. 220) que
la densidad estacionaria satisface el siguiente caso particular de la ecuacién
adelantada de Kolmogorov (Fokker-Plank):

dix {dix (gh(x)/2] — m(x)b(x)} =0 (A.8)

Haciendo F(x) = exp(["[2m(y)iq]dy), 1a solucién a (A.8) estd dada por
blx) = Cf(x) + Kf(x) [1f(2))dz, (A.9)

donde C y K son constantes tales que b(x) es una densidad sobre la recta
real. Pero nétese que E(x)]x[llf(z)] no estd acotada. Por ello, K tiene que
ser igual a cero en (A.9), de otra forma b(x) no seria una densidad. La ecua-
cién (22) en el texto se deduce entonces.

Traduccién de Daniel G. Garcés Diaz
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