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I. Introduccién

En este articulo presentamos una aplicacién de la teoria de control adapta-
ble a un modelo econémico dindmico. El propésito de este trabajo no es
tanto agregar elementos puros a la teoria econémica, sino mostrar las bon-
dades de esta novedosa técnica matemdtica en la solucién de los modelos
econdmicos. Dichas aplicaciones pueden ser tanto a modelos dindmicos
como a modelos estiticos, tedricos o empiricos. Consideramos que el uso
de la teoria de control adaptable dard una nueva perspectiva mis flexible
a la solucién de los modelos econémicos.

Cuando se trabajo empiricamente con modelos econdmicos dindmicos
o estiticos es usual que el valor numérico de los parimetros asociados a las
variables que definen el modelo se estime mediante diversos métodos de
estimacidn, utilizando series temporales o transversales de datos. Como
ejemplo podemos citar el algoritmo de estimacién de minimos cuadrados
en sus diferentes facetas. Cuando se estd analizando, por medio de un mo-
delo, una cierta economia y se produce un punto de ‘“‘quiebre’ histérico
por cualquier evento, el valor de los pardmetros estimados no reflejard ade-
cuadamente la nueva situacién econémica. Esas estimaciones pueden no
corresponder a los valores verdaderos € incluso estar sustancialmente aleja-
dos de ellos. Esta misma situacidn se presenta cuando existe poca confiabi-
lidad en los datos utilizados. Una solucién a este problema es fijar los valo-
res de los parimetros de una forma heuristica, teniendo en cuenta la
experiencia del planificador; otra es suponer que el valor del parimetro es
desconocido, en lugar de asignarle un valor arbitrario.

La principal caracteristica de la teoria de control adaptable es la de apli-
carse a modelos dinidmicos con paridmetros desconocidos. Al disenar un
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controlador adaptable para un cierto modelo, se podra observar el compor-
tamiento dindmico de las variables de politica econémica o de control que
asegura el cumplimiento del objetivo de control, controlador que esti esti-
mando sus pardmetros (que dependen de los parimetros del modelo) sin
que éstos tengan que converger a los valores verdaderos.! El anlisis y di-
sefio de sistemas de control adaptable ha sido un tema de extensas investi-
gaciones en las dltimas dos décadas. Sin embargo, el problema de estabili-
dad global, tanto de sistemas de control discreto como continuos, no fue
resuelto sino hasta 1980, y representd un gran avance en el campo del con-
trol adapatable

En este articulo consideramos el control adaptable de un modelo de
crecimiento con dinero propuesto por J.L. Stein (1969), en el cual la tasa
de crecimiento de la oferta monetaria es considerada como la variable de
politica econémica o de control. La mayor dificultad en el disefio del con-
trolador es el hecho de suponer como totalmente desconocido un parime-
tro del modelo. Esta incertidumbre hace que no sea trivial el disefio del
controlador y por tanto se hace indispensable la utilizacién de un control
adaptable. ’

La formulacién del problema de control consiste en determinar la tasa
de variacion de la oferta monetaria tal que el nivel de produccién por uni-
dad de capital siga una trayectoria deseada, determinada en forma indepen-
diente a la formulacién del modelo. Esta trayectoria deseada puede ser cual-
quiera que seleccione el planificador. Dicha trayectoria podria ser una
trayectoria 6ptima, en el caso de que por medio de otras ecuaciones dife-
rentes de las del modelo a controlar se optimizara un cierto criterio y se ge-
nerara en este sentido una trayectoria deseada 6ptima.

La estructura del controlador propuesto para resolver el problema
planteado consiste en una retroalimentacién no lineal de la relacion trabajo-
capital. Se demuestra que el sistema adaptable en malla cerrada es global-
mente estable en el sentido de que todas las variables permanecen acotadas
y que el objetivo de control se logra asint6ticamente.

El articulo estd organizado de la siguiente forma: en la seccién 11 se
describe brevemente un modelo neocldsico de crecimiento con dinero. En
la 111 se presentan los conceptos tedricos de linealizacién por retroalimen-
tacién, asi como su aplicacién concreta al modelo econémico. Ademis se
disefia el controlador adaptable. En la 1v se describe el anilisis de estabili-
dad y los principales resultados, asi como algunas simulaciones para ilustrar
estos dltimos. En la seccidn v se ofrecen unas breves conclusiones.

1 Para una mayor explicacion del concepto de control adatable y su explica-
cién a la economia, véase Kelly et al. (1989) y Casares et al. (1989).

2 Ver Narendra et al. (1980), Morse (1980), Goodwin et al. (1980). Un excelen-
te resumen sobre la teorfa de control adaptable puede consultarse en Astrom (1983)
y Astrom (1987).
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II. Un modelo de crecimiento con dinero

Con la finalidad de obtener un controlador adaptable especifico y realizar
ademds simulaciones numéricas del modelo con el controlador se especifi-
caron funciones particulares de comportamiento para el modelo monetario
neoclisico de crecimiento propuesto por J.L. Stein en Stein (1969) y pre-
sentado por G. Gandolfo (1971). Este modelo incluye un mercado de bie-
nes y otro de dinero descritos por una funcién de produccion, una funcién
para la demanda de saldos reales y otra para el ahorro; todas las variables
del modelo estin definidas por unidad de capital.

Se supone que el tnico bien en la economia se produce mediante una
funcién de produccién Cobb-Douglas con rendimientos constantes a esca-
la, por lo que podemos expresar €l producto en términos de unidades de
capital como:

y = Rl
donde:

y: producto por unidad de capital
k: relacién de trabajo efectivo por unidad de capital
a: pardmetro de distribucion del producto

Hay que resaltar que se puede utilizar cualquier tipo de funcién de pro-
duccién mientras ésta sea homogénea de grado uno, para satisfacer con las
condiciones de produccién neocldsicas. La fuerza de trabajo crece a una
tasa n exégenamente determinada, es decir, L(¢) = L(0)e™.

La funcién de ahorro real deseado por unidad de capital estd descrita
por:

S/K = dy — ebv

donde:

S/K: ahorro planeado por unidad de capital

d: propensién marginal a ahorrar del producto real por unidad de capi-
tal.

e: propension marginal a ahorrar de los activos netos del sector priva-
do sobre el sector publico por unidad de capital.

6v: activos netos del sector privado sobre el sector piblico por unidad
de capital; en donde 8 es la proporcidn de activos monetarios netos
del sector privado sobre el sector publico por unidad de dinero y
v son los saldos reales por unidad de capital.
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La introduccién de 6 nos da la diferencia entre dinero interno y exter-
no. Si @ es igual a uno todo es dinero externo; si § es igual a cero todo el
dinero es interno.

Usando la funcién de produccién podemos reescribir la ecuacién de
ahorro deseado por unidad de capital como:

S/K = d k™™ — efy

Se supone por simplicidad una funcién lineal para la demanda de sal-
dos reales por unidad de capital que esti positivamente relacionada con el
producto por unidad de capital y los activos netos del sector privado sobre
el sector piblico y negativamente relacionada con el rendimiento esperado
del capital real. El rendimiento esperado del capital se define como r(k) +
¢, en donde ¢ es la tasa esperada de inflacién y:

ay

K- ak!™® = productividad marginal del capital.

r(k) =

Suponiendo que # = #° en donde 7 es la tasa de equi''brio de infla-
cién y considerando las condiciones de equilibrio monetario tenemos que
¢ = u — n, donde u es 1a tasa de variacién de 1a oferta monetaria, l1a cual
serd la variable de control.

Por tanto, la demanda por saldos reales por unidad de capital estd des-

crita entonces por:
My = ay — blak'™ + p—n] + v
donde:

M, demanda de saldos reales por unidad de capital.
a: propension marginal a manntener saldos reales del ingreso real por
unidad de capital.
b: propesion marginal a mantener saldos reales del rendimiento espera-

do del capital.
¢: propensién marginal a mantener saldos reales de los activos netos del

sector privado sobre el sector puablico.

Usando la funcién de produccién podemos reescribir 1a demanda por
saldos reales por unidad de capital como:

My = ak'™® — blak!™ + p—n] + v

Existen dos condiciones de equilibrio, una para el mercado de bienes
y otra para el mercado monetario. Por hipétesis en los modelos neoclisicos
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se supone que el crecimiento del capital (K') o inversién real (/) es siempre
igual al ahorro, supuesto que implica que el mercado de bienes estd siempre
en equilibrio. Esto es:

K 1 S
2o = =2 gt
X E- K efv

Mientras que el mercado de dinero estd en equilibrio cuando la oferta
real de dinero por unidad de capital (v) es igual a la demanda por saldos rea-
les por unidad de capital. Esta condicién de equilibrio establece que:

v = akl™ — plak!™® + p—n] + cBv

en donde se mantiene en todo momento, o bien:

_ (@ — ba)k!™ — bp — n)
v= 1—of

Ambas condiciones de equilibrio se reducen a:

_[(1 = ch)d — eba — be) gl ( efb )(u—n)

l 1—ch

K
K 1-—-c0

Por definicién de & = L/K sabemos que:

&
I
N~
|
I

Sustituyendo K/K y L/L = n en esta ecuacién obtenemos la ecuacién
diferencial que describe el comportamiento de la relacién trabajo-capital a
través del tiempo. El modelo completo consiste en las siguientes dos ecua-
ciones que describen el comportamiento general del modelo:

- (1 — cb)d — efa — ba) _a_eba(p.—n)
k‘{"_[ 1 —oh) #! )

y = kl—a
En forma compacta podemos reescribirlas como:
ko= [n— 5k + & — Eplk @1

y = ki@ 2.2)
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donde:
g 0= co)(air —_ece;)a — ba) 23
6 = S @4
§3 = % (2.5)

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) describen un sistema dindmico cuya entrada
es u(?), 1a tasa de crecimiento de la oferta monetaria y salida es y(2), el nivel
de produccién por unidad de capital.

Se supone que los pardmetros en las ecuaciones (2.3) a (2.5) son cons-
tantes positivas reales. Como 0 < a < 1 y por definiciéon 0 < § < 1y
0 < ¢ < 1 entonces &, y &3 son constantes positivas. Ademds £ serd posi-
tiva si ba > a. NOtese que si 0 se supone desconocido, también lo serin
las constantes §;, & y &3. Cabe aclarar en este punto que el controlador
adaptable que se desarrollar en la préxima seccion requiere s6lo conocer
n y a. Esto significa que no es necesario conocer ningun otro parimetro
aparte de n y «, a condicién solamente de garantizar el conocimiento del
signo de &5 (sin pérdida de generalidad se supondrd positivo). En relacion
con la parte dindmica del modelo es bien sabido que para todo p(¢)R+ —
R la solucién de (2.1) es positiva [k(¢) > 0] para todo ¢t = 0.

El modelo de crecimiento con dinero presentado nos dice que en el esta-
do estable la economia se encuentra en una situacién en que la tasa de creci-
miento del capital es igual a la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo,
implicando con esto un crecimiento econémico equilibrado. Supongamos
que las autoridades monetarias de esta economia deciden aumentar la tasa
de crecimiento de la oferta monetaria. Esto provoca un aumento de la de
inflacién; por los supuestos, esto ocasiona también un incremento semejan-
te en la tasa esperada de inflacién. Por lo anterior, y tomando en considera-
cién la funcién de demanda de saldos reales por unidad de capital, esta de-
manda disminuird ya que el rendimiento esperado del capital real aumenta.
Por condicién de equilibrio monetario, la oferta de saldos reales por unidad
de capital descenderi, lo cual inducird, por medio de la funcién de ahorro
por unidad de capital, un aumento del ahorro por unidad de capital, impli-
cando un mayor nivel de inversién por unidad de capital. Esto conduciri
a un decremento en la relacién trabajo-capital y consecuentemente a una
reduccion de la relacién producto-capital. Por tanto el dinero no es neutral,
ya que una variacién en la tasa de crecimiento de la oferta monetaria mueve
los valores de equilibrio de las variables reales, lo cual es vilido para valores
de 8 > 0.Si60 = 0, el dinero serd un velo.

Para mostrar el comportamiento dinimico del modelo se realiz6 una
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simulacién en malla abierta. Los valores numéricos de los pardmetros del
modelo empleados en las simulaciones fueron los considerados por G.
Gandolfo (1971): @ = 0.53, b = 100, ¢ = 0.66,d = 0.2, e = 0.01,
n = 0.01,a = 0.33 y0 = 0.3. La condicién inicial fue k(0) = 0.0040. Los
resultados se muestran en la figura 1 para g = 0.005, 0.01 y 0.02. Se obser-
va la evolucion de la produccién por unidad de capital (y). Este comporta-
miento concuerda con lo predicho.

Figura 1
Respuestas en malla abierta
y
0.04
u = 0.005
g = 0.01
0.03
0.02 k=002
0.01
0 200 400 600 800 1000

A continuacién presentaremos el problema del control adaptable del
modelo.

II1. Diseiio del controlador adaptable

El problema de control consiste en determinar la tasa de variacién de la
masa monetaria de tal forma que la produccién por unidad de capital siga
una trayectoria deseada en el tiempo. Sobre la trayectoria y R, — R se
supondrd que es continua y acotada asi como su derivada temporal.

Enseguida se presentan algunas definiciones a las que se hari referencia
posteriormente.

Sea R, el conjunto de nimeros reales no negativos y R” el espacio
vectorial n-dimensional de nimeros reales sobre el campo de los reales R.
Definanse los siguientes espacios vectoriales de funciones:
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13 = (xRe oRY [ I x012 dt < )

I% = {xR, —R" eslsmsupll x(t)l2 < o}

donde I + Il denota la norma euclidiana. Los espacios L} y L% son
comunmente empleados en el anilisis denominado entrada-salida de siste-
mas interconectados. Véase, por ejemplo Desoer y Vidyasagar (1975).

1. Conceptos bdsicos de linealizacion por retroalimentacion de estado

Una clase importante de modelos descritos por ecuaciones diferenciales or-
dinarias no lineales pueden tener un comportamiento rigurosamente lineal
desde las entradas ex6genas a las salidas endégenas mediante el empleo de
retroalimentacion no lineal del estado. Es importante recalcar que no se ha-
- bla de una aproximacion lineal de ecuaciones no lineales, sino de una rigu-

rosa linealizacién mediante retroalimentacion de estado.

Una excelente revision de la teoria de linealizacién por retroalimenta-
cion de estado puede encontrarse en Isidori (1986).

En la presente seccién se presentan las ideas bdsicas de dicha teoria
para ecuaciones diferenciales del tipo:

!

x = fx) + glxju

y = bx)

donde x € R”, f, g, b son funciones suaves, es decir, diferenciables un
nimero infinito de veces.

Linealizacion desde la entrada al estado

La linealizacién del modelo no lineal desde la entrada al estado mediante
retroalimentacion de estado es inmediata si g(x) # 0 para todo x. En este
caso la ley de control esti dada por:

P
&)

donde v es una nueva entrada que se especificard posteriormente. Rempla-
zando esta eleccién de # en el modelo no lineal se obtiene:

/) + v

X =v

es decir, una ecuacién diferencial lineal relacionando el estado x a la nueva
entrada v.
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Para resolver el problema de seguimiento, esto es, para determinar
de forma que y(¢) = y,t) cuando ¢t = donde y,y y, son funciones con-
tinuas y acotadas es necesario suponer sobre el modelo no lineal que: b~
1(3) vy 9b~1/3y estin definidas y que b~1(x;) = b7 1(x,) = x; = x, con xy,
x, € R”. Bajo estos supuestos, la nueva entrada v suele definirse como:

v =Xy + Alxy— %)

con A una matriz definida positiva y x; = b 1(y,). Con estas elecciones de
v v u, remplazando esta dltima en el modelo no lineal se obtiene:

x = — A%

donde % = x;—x.Notese que la ecuacion anterior es exponencialmente esta-

ble debido a que A4 fue seleccionada definida positiva. Esto significa que X(¢)
= b Yy = bl(») = 0 cuando ¢t = o y en consecuencia y(¢) = yu(¢)
cuando ¢ = oo,

Linealizacion desde la entrada a la salida
Derivando y con respecto al tiempo se tiene:

7= 2w + 2 g

= Leb(x) + Lgh(x)u

donde Leh(x)R” = Ry Lgb(x):R" — R son las denominadas derivadas de
Lie de b con respecto a f y g respectivamente. Si Lgh(x) es diferente de cero
para toda x, entonces la ley de control estd dada por

1
u nLgb —Leh + )

en malla cerrada con el modelo resulta:
y=v

es decir, una ecuacién diferencial lineal con la nueva entrada exdgena v
y salida enddgena y.

En el caso que Lgh(x) = 0 para todo x, entonces derivando y con res-
pecto a tiempo:

Jy = L}b(x) + Lgleh(x) u
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donde LZh(x) significa Ly(Lb)(x) y LgLh(x) = Lg[Lh(x)]. Nuevamente si
LoLsh(x) # 0 para toda x entonces la ley de control sera:

1

R
LoLh(x)

- L}b(x) + )

en malla cerrada con el modelo satisface

y=uv.

En forma general, si v es el entero mas pequefio tal que Lng"b(x) =0
parai = 0,...,vy—2y LgL}“b(x) # 0 para toda x, entonces la ley de
control:

1 v
(- th + v)

g o —1
LgL}—lh(x)

en malla cerrada con el modelo resultara:
y('Y) = .

El entero se conoce como grado relativo del modelo. La nueva entrada
exdgena v suele seleccionarse como

v =0 + a0V -2+ L+ - Y)

donde y, es una trayectoria deseada. Es importante observar que finalmen-
te con la anterior seleccidn el comportamiento del modelo con la ley de
control es gobernado por:

€M + oD+ .+ e =0
donde e = yy — ¥,, Obsérvese que se trata de una ecuacion diferencial li-
neal con coeficientes constantes. El objetivo de control (e(t) = 0 cuando

t = oo) serd verificado si las constantes ay, . . ., a, se seleccionan de forma
que el polinomio:

5(7)+a.rs(°‘_1)+ oo+ o0 =0

tenga todas sus raices en el semiplano complejo izquierdo.

2. Control no lineal de un modelo de crecimiento monetario

Con los conceptos expuestos en la seccién anterior, se estd en condiciones
.de disefiar un controlador no lineal para el modelo de Stein (1969).
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Las ecuaciones correspondientes al modelo (2.1) y (2.2) pueden expre-
sarse en la forma:

X = flx) + gxju
= b(x)
donde x € Ry
flx) = nx — g2 — byx

gx) = — &x

b(x) =
conx = kyu = pu

Nétese que g(x) # 0 para el rango de x permisibles (x > 0), que x =

b~ (y) = yV1-@ y ademis b~y — b~1(y) / 0 = y, — y = 0. Lo anterior

valida el empleo de la ley de control basada en linealizacién desde la entra-
da al estado dada por:

g(x)( Jx) + 0)
u - —gi[— (n = fox + £ + 2+ Blg — )]
3x
o finalmente como:
= 51 _El o, £ I S ’ 7
u x‘[ E?,xz +£3x E?,[ nx + Xz + BF) (3.0)

con 8 una constante de disefio estrictamente mayor que cero y Xy

= by
Se puede proponer otra ley de control no lineal con base en linealiza-
cion desde la entrada a la salida. N6tese en primer lugar que:

Lib(x) = (1 — @) [nx'~ — §1220-) — £l

Leh(x) = — &3(1 — a)x!™®

Para el rango de valores permisibles de x(x > 0) se tiene que Lgh(x) #
0, por lo que la ley de control basada en linealizacién desde la entrada a
la salida es:

Lgh(x)[ Lfb(x) + 7]
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de donde después de algunas simplificaciones se obtiene:

_n-& & o x _
u = ES ESx + 53(1 _a) [yd + B(yd y)]

con 8 una constante de disefio estrictamente positiva.

3. Control adaptable

Como las constantes £, £ y £ se supusieron desconocidas, entonces las
leyes de control presentadas anteriormente no se pueden emplear en la
practica para calcular los valores de la accién de control .

La formulacién del problema de control adaptable se pude establecer
en la forma siguiente. Considérese el modelo econémico descrito por las
ecuaciones (2.1) y (2.2). Sup6ngase que el parimetro 6, o cualquier otro,
con excepcion de z 0 «, es constante pero desconocido. El problema con-
siste en disefiar un controlador para calcular la tasa de crecimiento de la ma-
sa monetaria p de tal forma que la produccién por unidad de capital y(¢) siga
asintéticamente una produccién deseada por unidad de capital y,.

La principal dificultad encontrada al momento de realizar el disefio del
controlador estriba en que se desconoce el valor numérico del parimetro
@ involucrado en el modelo (2.1) y (2.2).

Para resolver el problema anterior, se propone el siguiente controlador
adaptable, el cual consiste de una ley de control y una ley de adaptacién.
La estructura de la ley de control corresponde a la del controlador no lineal
basado en linealizacién desde la entrada al estado presentada en la subsec-
cién 2.

Ley de control:

p o= kU= 0,82 + Ok — Ox(— nk + ky + BR) 3.1)
donde
1
kg = ()’d)(l—"‘) (3.2)
ko= ky—k (3.3)

y B es cualquier constante positiva seleccionada por el disefiador. Los para-
metros 6y, 6, y 63 son denominados los pardmetros adaptables. N6tese que
la ecuacion (3.1) corresponde al controlador no lineal (3.0) con & = x,
wo=u, b = §)/E, 0, = &HlEy 03 = 1/&.
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La ecuacién (3.1) puede rescribirse en forma compacta como:

p o= 078 3.4)
donde:
o kl—oz
¢ = |l (3.5)
n—klk;—pBrle
6 =10, (3.6)
)

El vector de parimetros adaptables @ se determina por medio de la si-
guiente ley de adaptacion:

= — Tokk 3.7)

donde I'" € R3*3 es una matriz definida positiva seleccionada por el disefia-
dor. Generalmente I'" es una matriz diagonal.
Es importante notar que existe un vector constante #* € R> dado por:

o = E—;%%}T (3.8)

tal que si se remplaza 6 por 6* en la ecuacién (3.4) y se combina con la (2.3),
el sistema en malla cerrada estard gobernado por:

£+ Bk=0 3.9)

de donde se concluye que £(f) = 0 cuanto 7 - . Finalmente, de (2.2) y (2.3)
se concluye que y{¢) = y () cuando ¢t — oo. Sin embargo, como 6 es supues-
to conocido, también lo son £, & v & y entonces 6* no puede intercam-
biarse por 6 en la ecuacién (3.4).

IV. Anilisis

En esta secci6n se presenta el andlisis del sistema adaptable en malla cerrada.
Nuestro resultado pincipal de estabilidad global se enuncia enseguida.

Teorema 1. Considérese el modelo econémico descrito por las ecuaciones
(2.1) v (2.2), en malla cerrada con la ley de control (3.1) y la ley de
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adaptacién (3.7). Supéngase que 6 es una constante desconocida. Entonces,
se tiene lo siguiente:

al 6 € 13,

bl k€ LyNLg

]y —ya € LN L

Ademids, como y, e ¥y, son funciones acotadas, entonces:
d] k(t) = 0 cuando t = o

e] 13(t) — y4(&) =0 cuando t = .

Demostracion. El primer paso consiste en rescribir el sistema en malla cerra-
da en términos del llamado modelo del error (Anderson et al., 1986). Para
ello definase el vector de errores paramétricos § como § = 6 — §*. Combi-
nando las ecuaciones (2.3) y (3.1.), se obtiene:

B—nk + £ — £k = —E3[— 0,82 + bk —by(—nk + &y + BE)]  (4.1)

y usando la definicién de § = & — 6* con la ecuacién (3.8), la (4.1) se re-
duce a:

£+ BE = E0Tke (4.2)

Por otro lado, notando que b= OA, va que 8* es un vector constante,
de la ley de adaptacion (3.7) se obtiene:

b = — Tork (4.3)

Las ecuaciones (4.2) y (4.3) definen las ecuaciones del modelo del
error. El origen [0 £] = 0 es un equilibrio de dichas ecuaciones. Para su ani-
lisis considérese la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

V@, £) = %(é?‘r—lé + g—EZ) >0 (4.4)
3

Recuérdese que &3 es una constante positiva. La derivada de (4.4) con
especto al tiempo a lo largo de las trayectorias de (4.2) y (4.3) es:

ve, B - -Le<o (4.5)
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Aplicando el método directo de Lyapunov se concluye estabilidad del
equilibrio. De las ecuaciones (4.4) y (4.5) se concluye que § € L3, y k € L,
N L. Esto demuestra los inicios a] y b]. El c] sigue directamente de las
ecuaciones (2.2) y (3.2).

Para demostrar d] y €] se procede como sigue. NOtese de la hipdtesis
de acotamiento de y,; y del inciso c] que y(¢) estd también acotada. Esto wlti-
mo v la ecuacién (2.2) implican que % estd acotado.

Ya que &, k y k, son funciones acotadas, entonces el vector ¢k estd
acotado, ya que:

— pl-o — R
o7k = |1 k= |k
n—klk;— R nk — ky — B

Entonces usando el inciso a], 87¢k estd acotada, y finalmente de la
ecuacién (4.2) se concluye acotamiento de k. Este Gltimo y & € L, N L, (in-
ciso c]) implican que &(¢t) = 0 cuando t — o. Finalmente como:

= ky—k = y,(Ta) - y(15)

entonces, ¥(t) = y,4(t) cuando ¢ = oo. Esto completa la demostracion.

El teorema 1 establece acotamiento de las funciones dentro del sistema
adaptable en malla cerrada. Ademds, garantiza el cumplimiento del objetivo
de control, i.e., ¥(t) = y4(t) si y; y ¥4 son funciones acotadas.

Se realizé la simulacién del sistema en malla cerrada formado por el mo-
delo (2.1) y (2.2), la ley de control (3.1) y 1a ley de adaptacién (3.7). Los pari-
metros de disefio del controlador adaptable fueron 8 = 100, I' = diag{50}
y 9(0) = 0. Tomando también los valores utilizados para la simulacién en
malla abierta. La funcién de produccién deseada y, se seleccion6 como:

kg = nky — £185% + Erkg — E3ky (0.01).

Ya = kY

con k40) = 0.004. Los resultados obtenidos de la simulacién se muestran
en la figura 2, donde aparece la evolucién de la produccién por unidad de
capital real y(f) y la deseada y,(¢). Notese que a pesar del desconocimiento
del parimetro 8 en el modelo, el sistema se comporta adecuadamente ya
que y(t) = y,4(¢) cuando ¢ — oo, La evolucién de la tasa de variacién de la
masa monetaria u requerida para lograr el objetivo anterior se calcula con
el controlador adaptable y se muestra en la figura 3. Notese que u(t) = 0.01
cuando ¢ — o0, esto es, el valor tequerido si el pardmetro 8 del modelo fuese
conocido.
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Figura 2

Produccion por unidad de capital y(t)
y produccion deseada por unidad
de capital deseado y4(t)
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0.028

0.026
Ya

0 500 1000

Figura 3
Tasa de incremento de la masa monetaria

0.01 N

5.E-3

0 500 1000
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Figura 4
Produccion por unidad de capital y(t)
Y produccion por unidad de capital

deseado y4t) = .03 + .005 sen (.03)
0.05

0.04
Ya

0.03

0.02

0.01

0 500 1000 1500 200

Para fines mis ilustrativos, se simulé también el sistema en malla cerra-
da con los valores de la simulacién en malla abierta considerando como
funcién de produccién deseada:

ya(t) = 0.03 + 0.005 sen(0.03¢).

Los primetros de disefio fueron: 8 = 5, I' = diag{y,} con y; = 10,
72 = 1 yvs = 10. Los resultados obtenidos de la simulacién presentados
en la figura 4 muestran claramente que y(t) = y,(¢) cuando ¢ = oo. Esto sig-
nifica que el objetivo de control es verificado.

V. Conclusiones

En el presente trabajo se ha presentado la aplicacién de la técnica de con-
trol adaptable al control de un modelo dindmico econémico de crecimien-
to monetario neoclisico.

El interés de la técnica de control adaptable se hace patente cuando el
valor de los parimetros del modelo a controlar posee un alto grado de in-
certidumbre. Con frecuencia éste es el caso de modelos empleados en eco-
nomia.

Debido al comentario anterior, los autores estin convencidos de que
la teoria de control adaptable es un nuevo camino que puede seguirse para
su empleo extensivo en el control de modelos econémicos.
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