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i . In t roducc ión 

U n a p r i m e r a aproximación a l e s tud i o de los aspectos i n t e r t empora l e s de l a 
distribución de r e cursos (en ade lante teoría d e l capital ) cons i s t e e n c o n c e n ­
trarse e n l os estados estables (los p u n t o s de descanso ) de l os s istemas diná­
m i c o s asoc iados . Para n o p e r d e r de v is ta e l h e c h o de q u e esto n o es u n f i n 
en sí m i s m o , ex is te u n a a b u n d a n t e l i t e ra tura a d i c i o n a l q u e p e r m i t e r e c o g e r 
información útil s ob r e e l análisis de estado estable, u n a de las p r i n c i p a l e s 
he r ramien tas de l a economía. S i n d u d a l o pe r suas i vo de l a noción d e l esta­
d o es tac i onar i o e n la economía clásica y e l h e c h o de q u e se p u e d e h a c e r 
m u c h o s i n u t i l i za r matemáticas pode rosas , también h a n c o n t r i b u i d o a s u 
p o p u l a r i d a d . 

U n a e xce l en t e y avanzada introducción a la teoría d e l cap i ta l de es tado 
estable para e l caso de b i enes múltiples (el en f oque de este trabajo), es l a 
de V o n Weizsäcker (1971). L os l i b r o s de B l i ss (1975) y B u r m e i s t e r (1980) , 
l os cua les s o n eva luac i ones generales de la teoría d e l cap i ta l , también c o n ­
t i e n e n buenas a p r o x i m a c i o n e s s ob r e los aspectos d e l análisis de es tado 
estable . 

A p r i n c i p i o s d e 1950, J o a n R o b i n s o n inició e l análisis sistemático de es­
tática c o m p a r a t i v a de las economías de es tado estable c o n var ios b i enes d e 
cap i t a l (véase R o b i n s o n , 1953) . A u n q u e las c o n t r i b u c i o n e s fundamenta l e s 
(y lentas e n asentarse) de V o n N e u m a n n (1945-1946) y de M a l i n v a u d (1953) 
s o n anter io res , e l énfasis en estática c o m p a r a t i v a era d i s t i n t o d e l t r a d i c i o n a l 
q u e J o a n R o b i n s o n ayudó a p r o m o v e r . 

La línea de investigación i n i c i a d a p o r J . R o b i n s o n culminó e n los años 
sesenta c o n la verificación de m u c h o s de los teoremas de estática c o m p a r a ­
t i va , q u e s i b i e n e r a n válidos para e l caso de u n b i e n de cap i ta l , n o se gene-

* Este trabajo, para el que se contó con el apoyo de una Beca Guggenheim, se 
publicó en inglés en la compilación J o a n R o b i n s o n a n d M o d e r n E c o n o m i c T h e o r y , 
editado por George Feiwel, MacMil lan Press, Nueva York, 1989. 
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r a l i z a n a l caso de b i enes de cap i ta l múltiples. Para a l gu i en f am i l i a r i z ado c o n 
esto último, e l caso heterogéneo de u n b i e n de cap i ta l i m p l i c a b a m o d e l o s 
de c o m p o r t a m i e n t o " ex t raño " , " e x ó t i c o " , "paradó j i co " . . . Es i m p o r t a n t e 
agregar q u e esto n o decepc ionó a J o a n R o b i n s o n y sus segu idores . Más 
b i e n , éste era e l p u n t o de interés, y así l o p e r c i b i e r o n e l los . E l p r o c e s o de 
discusión in te l ec tua l fue m u y r u i d o s o y desató m u c h a s c on t r o v e r s i a s . L a 
h i s t o r i a se h a c o n t a d o m u c h a s veces y n o l a repetiré de n u e v o aquí (véanse 
las re ferenc ias de B l i ss o B u r m e i s t e r o, para u n p u n t o de v i s ta de u n m i l i t a n ­
te r o b i n s o n i a n o , H a r c o u r t , 1972) . 

H a y que c o n s i d e r a r e l e j e m p l o c en t ra l a l q u e m e referiré e n este t raba­
jo : la d e p e n d e n c i a d e l c o n s u m o e n estado estable r espec to a l a tasa de inte ­
rés (es dec i r , q u e sólo ex iste u n b i e n de c o n s u m o ) . Para dar m a y o r s e n c i l l e z 
a l análisis m e l i m i t o a u n m u n d o s i n c a m b i o s tecnológicos y s i n c r e c i m i e n t o 
de la población. U n t e o r ema re l a t i vamente básico y genera l , la reg la d o r a d a , 
a f i rma q u e e l n i v e l máximo de c o n s u m o está asoc iado c o n u n a tasa de interés 
igua l a l a tasa de c r e c im i en t o de la población, la cua l es ce ro . Además, e l caso 
estándar de u n b i e n de capi ta l mues t ra u n a relación monotónica dec rec i en te 
entre l o s nive les de c o n s u m o y la tasa de interés (figura la ) . Es to n o p u e d e 
ser genera l i zado , y ac tua lmente es b i e n sab ido que a u n c o n dos b ienes de 
cap i ta l es pos ib l e u n a asociación n o monótona, c o m o la q u e se mues t ra e n 
la figura I b (véase, p o r e jemplo , Burme is t e r , 1980, capítulo 4). 

E l propósito de este trabajo es l l evar este p u n t o a su conclusión lógica 
(en otras pa labras , a superar a la escue la de C a m b r i d g e c o n sus p r o p i o s mé­
todos ) a l mos t ra r que , en genera l (i.e. dos b ienes de cap i ta l p e r o n i n g u n a 
restricción específica en la tecnología más allá de la c o n v e x i d a d ) , n o h a y 
o t r o t e o r e m a de asociación a través de estados estables de n ive l es de c o n s u ­
m o y tasas de interés que e l de u n a versión u n p o c o más fuerte de la reg la 
d o r a d a . E l r e su l t ado de este trabajo i n d i c a , a p r o x i m a d a m e n t e , que d a d o s 
c u a l q u i e r c o n j u n t o de pares de c o n s u m o y tasa de interés, d i gamos los de 
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la f i gura 2, se p u e d e e n c o n t r a r u n a tecnología b i e n c o m p o r t a d a , t e n i e n d o 
p r e c i s a m e n t e a este c o n j u n t o c o m o e l lugar geométr ico de estado estable 
estático c o m p a r a t i v o . E l d e s c u b r i m i e n t o de u n pequeño f o r t a l e c im i en t o e n 
la reg la d o r a d a es u n a r e c o m p e n s a p o s i t i v a m e n o r de esta estrategia de i n ­
vestigación. 

E l l e c t o r i n f o r m a d o notará q u e e l p r o y e c t o que se l l e v a a c abo e n este 
trabajo s igue u n desa r ro l l o pa ra l e l o al de l a teoría d e l e q u i l i b r i o genera l . Así 
c o m o e n l a teoría d e l cap i ta l , la in tensa investigación p o r par te de l os teóri­
cos d e l e q u i l i b r i o genera l s o b r e estática c o m p a r a t i v a y e l tópico de es tab i l i ­
d a d , que está m u y r e l a c i o n a d o , n o p r o p o r c i o n a resu l tados generales , y s o n 
p o c o s l os q u e l o g r a n l l enar las expec ta t i vas in ic ia l es (la h i s t o r i a está b i e n 
c o n t a d a p o r A r r o w y H a h n , 1971) . L a investigación c u l m i n a c o n los resul ta­
dos de S o n n e n s c h e i n , M a n t e l y D e b r e u ent re o t ros (véase Shafer y Son¬
n e n s c h e i n , 1982 pa ra u n b u e n p a n o r a m a sob r e e l tema), m o s t r a n d o que , 
sólo p o r r e s t r i c c i ones obv i a s (e.g. la L e y de Walras ) , u n e x c e s o de d e m a n d a 
e n u n a economía de i n t e r c a m b i o b i e n c o m p o r t a d a l i t e ra lmente p u e d e ser 
c u a l q u i e r cosa . M i intención e n este trabajo es es tudiar e l p u n t o de J o a n 
R o b i n s o n a la m a n e r a de l t e o r e m a S o n n e n s c h e i n - M a n t e l - D e b r e u . 

F i g u r a 2 

r 

Es interesante c ons ide ra r p o r qué dos desar ro l l os analíticamente s i m i ­
lares d i e r o n pauta a dos est i los tan di ferentes de debate científico: plácido 
y c o n s e n s u a l , e n e l caso de l a teoría d e l e q u i l i b r i o genera l ; t u r b u l e n t o y apa­
s i o n a d o , e n e l de l a teoría d e l cap i ta l . Haré u n par de c o m e n t a r i o s sobre 
esto , a u n q u e c r e o q u e p r o p o r c i o n a n u n a explicación p o b r e acerca de esta 
d i f e r enc i a . Es más p r o b a b l e q u e estas razones se e n c u e n t r e n en l a s o c i o l o ­
gía d e l c o n o c i m i e n t o y e n e l h e c h o de que , tal vez d e b i d o a la tradición 
m a r x i s t a , la teoría d e l cap i ta l h a t e n d i d o a estar más cargada ideológicamen­
te q u e otras teorías económicas. H a h a b i d o u n a t e n d e n c i a angust iante , e n 
los dos b a n d o s , a u t i l i za r r esu l tados analíticos para pe lear . 

E l p r i m e r c o m e n t a r i o t o c a u n aspecto super f i c i a l , p e r o p u e d e ser ps i ­
cológicamente s i gn i f i ca t i vo . Está r e l a c i o n a d o c o n las imágenes. P u e d e u t i l i -
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zarse l a caja E d g e w o r t h pa ra e x p o n e r a nues t r os o jos u n e x t e n s o número 
de c o m p o r t a m i e n t o s c o m p l e j o s (e.g. m u l t i p l i c i d a d de e q u i l i b r i o s , p a r a d o ­
jas de t rans fe renc ia , etc.). P o r tanto , e l t e r r eno p u e d e estar p r e p a r a d o p a r a 
malas no t i c i a s e n e l caso d e l enésimo b i e n . P o r e l c o n t r a r i o , e n l a teoría d e l 
cap i t a l , e l caso de u n s o l o b i e n de cap i ta l únicamente se p u e d e s ome t e r a l 
análisis gráfico e v iden t e . S i n e m b a r g o , las c o m p l e j i d a d e s interesantes sur ­
g e n c u a n d o h a y más de u n b i e n de cap i ta l . 

E l s e g u n d o c o m e n t a r i o es más p r o f u n d o y reve la , p r o b a b l e m e n t e , m i 
p u n t o de v is ta sesgado a l ana l i zar l a teoría d e l cap i ta l c o m o u n a parte d e l 
análisis de e q u i l i b r i o genera l . S i n d u d a a l guna , a u n c u a n d o los teóricos 
d e l e q u i l i b r i o genera l q u i s i e r a n tener t eo remas de estática c o m p a r a t i v a 
genera l , e l h e c h o de q u e éstos n o ex i s t an n o se ve c o m o e l t i r o de g rac ia 
para l a teoría. L a razón es q u e a b u n d a n los teoremas genera les f u n d a m e n t a ­
les (e.g. l os t eo remas de b ienestar ) y la fuerza de la teoría descansa e n e l l os . 
L a interpretación de l os resu l tados nega t i vos es q u e l a estática c o m p a r a t i v a 
n o es u n área para r e f l ex i ones de e sc r i t o r i o , p e r o sí para e va luac i ones empí­
r icas de los parámetros. E l " m u n d o r e a l " p u e d e o n o ser s i m p l e . S i l o es, 
m e j o r pa ra t odos . S i n o l o es, c o m o es más p r o b a b l e , e n t o n c e s todavía 
neces i t amos , y t enemos , he r ramien tas analíticas comp le j as pa ra e s tud ia r l o . 
S i n e m b a r g o , l os va lo res de l os parámetros q u e d e t e r m i n a n las p r e d i c c i o n e s 
de estática c o m p a r a t i v a t i e n e n q u e ca l ib rarse c o n r ecursos empíricos. 

C r e o que se p u e d e establecer u n p u n t o s im i l a r para la teoría d e l cap i t a l 
e n es tado estable. P o s i b l e m e n t e n o hay t eo remas de estática c o m p a r a t i v a 
genera l ( aunque la reg la d o r a d a es genera l y n o u n r esu l t ado q u e se p u e d a 
o l v i da r ) , p e r o se c u e n t a c o n t eoremas genera les (e.g. e l es tado estable ef i ­
c i en t e de c o r t o p l a z o p u e d e ser a p o y a d o c o m p e t i t i v a m e n t e p o r s istemas de 
p r e c i o s p r o p o r c i o n a l e s ; u n estado estable de c o r t o p l a z o es e f ic iente e n e l 
l a rgo p l a z o sólo s i la tasa de c r e c i m i e n t o de la población es m e n o r q u e la 
de interés). L o q u e l a estática c o m p a r a t i v a "paradój ica" n o s h a enseñado 
es, s i m p l e m e n t e , q u e m o d e l a r e l m u n d o c o m o si t u v i e r a u n s o l o b i e n de 
cap i t a l n o se jus t i f i ca a p r i o r i . E n t o n c e s , q u e así sea. 

2. T e o r e m a de l a Reg l a D o r a d a 

Para en f o ca r l o esenc ia l , sólo consideraré u n a situación económica estac io­
n a r i a s i n ningún c a m b i o tecnológico y s i n c r e c i m i e n t o de la población. 

H a y n b i enes de cap i ta l . L o s vec tores de acervos de b i enes de cap i ta l 
están d e n o t a d o s c o m o x , y , z e R " . 

Sólo hay u n b i e n de c o n s u m o d e n o t a d o c o m o c. 

Las p o s i b i l i d a d e s tecnológicas in t e r t empora l es se d e s c r i b e n e n f o r m a 
f am i l i a r p e r o m u y r e d u c i d a . P r i n c i p a l m e n t e , h a y u n a función v { x , y ) q u e 
p r o p o r c i o n a e l m o n t o más a l to de c o n s u m o p o s i b l e h o y , s i e l v e c t o r de 
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ac e r vos de cap i ta l de h o y es x y e l a c e r v o de cap i ta l d i s p o n i b l e mañana se 
l i m i t a a ser y . 

R e s p e c t o a la tecnología, se h a c e n las s iguientes hipótesis estándar. 
S u p o n i e n d o q u e P = [ A e R n : z > 0). E n t o n c e s , v d e f i n i d o e n P x P, es e s ­

t r i c t a m e n t e cóncava, c o n t i n u a m e n t e d i f e r e n c i a b l e y s a t i s f a c e 

v ( 0 , y ) sí 0, Ĵ - ( x , y ) > 0, j^- ( x , y ) < 0 

p a r a c u a l q u i e r ( x , y ) e P x P. 

L o s supues tos de c o n c a v i d a d estr ic ta y de q u e las der i vadas parc ia l e s 
e x i s t en , sólo p r e t e n d e n dar m a y o r senc i l l e z al análisis. N a d a de i m p o r t a n c i a 
económica d e p e n d e de esto. L o m i s m o es c i e r t o sobre la p o s i b i l i d a d de 
p e r m i t i r u n c o n s u m o negat i vo . La desatención de estos vec to res de ace r vos 
c o n algún c o m p o n e n t e i gua l a c e r o es más i m p o r t a n t e . P e rm i t i r l o s r eque r i ­
ría a l guna cualificación m e n o r a nues t ra conclusión. 

U n e s t a d o e s t a b l e es u n a configuración d o n d e x = y . U s u a l m e n t e este 
v a l o r común se d e n o t a c o m o z . 

Sólo es tamos in te resados e n c u a l q u i e r es tado c u y a t rayec to r ia estac io­
nar ia c o r r e s p o n d i e n t e sea dinámicamente e f i c iente (véanse las re ferenc ias 
e n la introducción pa ra los c o n c e p t o s pe r t inen tes y los resu l tados s ob r e la 
caracterización de l a e f ic iencia ) . G a l e (1973), p r o p o r c i o n a u n a e x c e l en t e i n ­
terpretación. 

U n estado estable ( z , z ) es e f ic iente s i y sólo s i satisface las d o s c o n d i ­
c i o n e s q u e t i enen u n carácter de c o r t o p l a z o y o t r o de largo p l a z o respec­
t i v amen t e . 

L a condición de c o r t o p l a z o es q u e e l estado estable descansa e n u n 
s i s t ema de p rec i os p r o p o r c i o n a l e s . Para ser más p rec i sos , debería h a b e r u n 
fac tor de tasa de interés rz tal que : 

V y v { z , z ) = - ( 1 - r ) \ x v { z , z ) . 

L a condición de largo p l a z o es que e l factor de interés r a s o c i a d o c o n 
( z , z ) d e b e ser tan g rande c o m o la tasa de c r e c i m i e n t o de la población. E n 
n u e s t r o caso, r > 0. 

E l propósito de este trabajo es inves t i gar las características d e l lugar 
geométr ico L C R + x R , f o r m a d o p o r l os pares ( r z , v ( z , z ) ) de tasas de 
interés y n i ve l es de c o n s u m o , a l t i e m p o q u e ( z , z ) varía, sobre t o d o s los 
p o s i b l e s estados estables e f ic ientes . 

U n a p r i m e r a restricción sob r e L se s igue d e l c o n o c i d o y m u y genera l , 

T e o r e m a d e l a R e g l a D o r a d a - l os estados estables q u e m a x i m i z a n e l c o n s u ­
m o ent re t odos l os estados estables, se carac te r i zan p o r ser e f i c ientes y te-
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ne r u n a tasa de interés asoc i ada i gua l a l a tasa de c r e c i m i e n t o de la p o b l a ­
ción, q u e e n nues t r o caso es c e r o . 

P o r tanto , a f o r t i o r i (la maximización s o b r e t odos los estados estab les 
i m p l i c a la maximización sob r e e l s u b c o n j u n t o ef ic iente) , t e n e m o s q u e c > 

c' c u a n d o (0, c ) e L , (r, c ' ) t L pa ra algún r + 0, y (0, c ) * (r, c'). E l l u g a r 
geométr ico r ep resen tado e n la f i gura 3a es i n a d m i s i b l e . 

F i g u r a 3a F i g u r a 3b 

r 

E l T e o r e m a de la Regla D o r a d a se p r u e b a fácilmente. D e b e m a x i m i z a r -
se v ( z , z ) s ob re z > 0. L a condición de p r i m e r o r d e n pa ra este p r o b l e m a es: 

\ x v ( z , z ) = - V y v ( z , z ) . 

P o r tanto , ( z , z ) t i ene u n a tasa de interés asoc iada i gua l a ce ro . L a 
f i gura 4 p r o p o r c i o n a u n a ilustración gráfica e n e l caso de n = 1. 

D e b e m o s subrayar que e l T e o r e m a de l a Reg la D o r a d a permanecería 
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F i g u r a 4 

Z Z X 

vál ido si l a función de tecnología v fuera m e r a m e n t e cuasicóncava (pe rmi ­
t i e n d o , p o r tanto , c i e r t o g rado de r e t o rnos c rec i en tes en la producción d e l 
b i e n de c o n s u m o ) . E n efecto, sólo l a c o n v e x i d a d de los c o n j u n t o s [ { x ' , y ' ) : 

v ( x ' , y ' ) > v ( x , y ) } s o n s ign i f i ca t i vos e n la p r u e b a . S i n e m b a r g o , a h o r a m o s ­
t ra r emos q u e s i la tecnología es de h e c h o cóncava, e l T e o r e m a de la Reg la 
D o r a d a p u e d e forta lecerse l i ge ramente . N o sólo e l c o n s u m o máximo se l o ­
gra e n r = 0; la pérdida de c o n s u m o p o r u n i n c r e m e n t o de p r i m e r o r d e n 
e n r (de r = 0) es de s e gundo o r d e n . L a parte más alta d e l lugar geométr ico 
de L a l c ruza r e l eje ve r t i ca l d ebe ser p l ana . P o r tanto , e l lugar geométri­
c o de la f i gura 3 c es admis ib l e , p e r o e l de la f igura 3b es i n a d m i s i b l e . U n 
e x a m e n de la f i gura 3b convencerá a l l e c t o r de q u e ésta p u e d e generarse 
de u n a v cuasicóncava, pues t o q u e p o d e m o s asignar l i b r e m e n t e va lo res de 
c o n s u m o a las i socuantas de la figura. 

F o r m a l m e n t e d i c h a p r o p i e d a d es: 

H e c h o . S u p o n g a m o s que C es u n c o n s u m o de la regla do rada . S i r m > 0, 
r m ~~* 0 Y (rm> c O T) 6 L , en tonces (C - c m ) I ( r m ) - » 0. 

P r u e b a : Sean 2, z m e l a c e r v o de cap i ta l a soc i ado , r espec t i vamente , c o n la 
reg la d o r a d a y c o n ( r m , cm). D e n o t a n d o w { z ) = v ( z , z ) , en t onces : 

V z w { z m ) = V x v ( z m , z m ) + V y v ( z m , z m ) = r m V x v ( z m , z m ) . 
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P o r c o n c a v i d a d , 

c = cm = w ( z ) - w { Z m ) < V z w ( z m ) • ( z - z m ) = r m V x w { z m ) • ( z - z m ) . 

P o r la es t r i c ta c o n c a v i d a d de w ( - ) t e n e m o s z m - z . P o r tanto , 

v x w ( z m ) • { z - z m ) -* 0 

y d e b i d o a esto: 

C ~ C m o. 

Observación técnica: S o s p e c h o , a u n q u e sólo l o he p r o b a d o pa ra e l caso 
d o n d e n = 1, q u e esta última característica p u e d e for ta lecerse : 

Ex i s t e u n a función c o n t i n u a a : (- ao, c ) - + R tal que : 

i ) a ( c ) < 7 c u a n d o (r, c) 6 L ; y 

—c 1 
t i ) ] d e < oo. 

—oo Cí(c) 

3. P ropos i c i ón rec íp roca al T e o r e m a de l a Reg l a D o r a d a 

La cuestión p r i n c i p a l a d i s cu t i r e n esta sección es: d a d o e l c o n j u n t o ¿ C [ 0 , 
oo) x R , ¿cuándo p u e d e generarse L c o m o e l lugar geométr ico de la tasa 
de interés de c o n s u m o de u n a tecnología v? 

S i e m p r e t o m a r e m o s L c o m o u n c o n j u n t o c e r r ado y a co tado p o r a r r i ­
ba . P o s t u l a m o s también que pa ra algún r > 0 n o p o d e m o s tener (r, c) e L , 

r > r y c > - 0 . Además, sólo nos interesa e l c o n s u m o n o nega t i vo . Resu ­
m i e n d o : p o d e m o s supone r , s i n pérdida de genera l idad , q u e L es u n s u b -
c o n j u n t o c e r r ado de u n rectángulo [0, r ] x [0, c ] . 

Sea (0, c ) € L e l p u n t o d o n d e se c u m p l e la reg la do rada . Sabemos , p o r 
la sección 2, -que L debería c ruza r e l eje v e r t i ca l p e r p e n d i c u l a r m e n t e sólo 
e n ese p u n t o . Ésta será, esenc ia lmente , la única restricción e n L , y p o r tan­
to , la reg la d o r a d a ( fortalecida) será e l único t e o r ema genera l de estática 
c o m p a r a t i v a . 

E l término " e s e n c i a l m e n t e " d e l párrafo an te r i o r es necesar i o p o r q u e 
i m p o n d r e m o s , a d i c i o n a l m e n t e , u n a condic ión técnica débil, q u e c o n t r o l a 
e l c o m p o r t a m i e n t o l o c a l de L e n (0, c ) . Esta condición técnica (o, e n s u 
caso , l a versión fuerte de la reg la dorada) n o i m p o n e n i n g u n a restricción 

e n l a f o r m a d e L s o b r e [0, r ] x [0, c ] . 

Restricción dé l a R e g l a D o r a d a : Existe u n a función con t inua a : ( - oo, r ] R 

c o n a ( c ) = 0 y a ( c ) > 0 para c < c tal que : 
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i ) p a r a u n a cons tan t e k > 0, a(c) < r < *o¡(c) c u a n d o (r, c) € Z ; y : 

Q u i s i e r a subraya r que, d a n d o p o r h e c h o q u e la reg la do rada se c u m p l e , 
s u restricción técnica es p u r a m e n t e l o ca l , i.e. d e p e n d e sólo de L en l a v e c i n ­
d a d de (0, c ) . L a condición c ons t a de d o s partes: la p r i m e r a a f i rma la ex is ­
t enc i a d e u n a función c o n t i n u a a : (- oo, c ] - R c o n [1] / [ « ( c ) ] q u e es inte ­
grab le , ta l q u e su gráfica deja L a s u de recha . C o m o se i n d i c a e n la obse r va ­
c ión técnica d e l a sección ante r i o r , esto i m p l i c a la p e r p e n d i c u l a r i d a d de L 

e n (0, c ) y sólo es l i g e ramente más fuerte q u e esa p r o p i e d a d . También pue ­
de ser u n a implicación necesar ia de l a c o n c a v i d a d de v ( lo c u a l todavía n o 
se resue lve ) . L a s e g u n d a parte es q u e L está cap turada ent re las gráficas de 
a y k a . E s t o es necesa r i o para nues t r o mé todo de p r u e b a y podría ser v i o l a ­
d o p o r e l lugar geométr ico g ene rado p o r u n a tecnología adm i s i b l e . N o obs ­
tante , esta par te de l a condición es e x t r emadamen t e débil. Su violación pa ­
rece bastante patológica. E n e fecto , d e b e m o s ser capaces de e n c o n t r a r cm 

- > c, { r m , cm\ ( r ' m , c¿,) € L p e r o c o n rm, r'm aproximándose a c e r o a d i f e ren­
tes tasas. E n pa r t i cu l a r , s i para c c e r ca de c p o d e m o s reso l ve r únicamente 
pa ra l a tasa de interés r (c), tal q u e (r (c), c ) ( ¿ , en tonces se satisface automá­
t i c a m e n t e la s e g u n d a parte de esta condición. 

Después de . esta digresión técnica p resen tamos nues t r o t e o r e m a 
p r i n c i p a l . 
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Proposición-, s u p o n g a m o s q u e L C [0, r ] x [0, c ] es u n c o n j u n t o c e r r a d o 
que satisface la restricción de l a reg la d o r a d a . E n t o n c e s L p u e d e ser genera ­
d o p o r u n a función de tecnología a d m i s i b l e v ( x , y ) . 

L a p r u e b a de esta proposic ión se hará e n e l s i gu iente apar tado . Sólo 
s o n necesar ios d o s b i enes de cap i ta l pa ra esta tecnología. 

Podría surg i r l a p r e g u n t a r espec to a q u e si la construcción s u b y a c e n t e 
a c i e r t o L es r o b u s t a e n e l s e n t i d o de q u e u n a pequeña perturbación de l a 
producción (y p r o d u c t i v i d a d e s ) de la tecnología generadora , cambiaría l i ge ­
r amen t e L . I n f o r m a l m e n t e , l a respues ta es que , e n genera l , la construcción 
n o p u e d e ser r o b u s t a p o r q u e de l o c o n t r a r i o e l c o n j u n t o L debe p e r t e n e c e r 
a u n a 'c lase genérica' f o r m a d a p o r l os c o n j u n t o s que s o n v a r i e d a d e s * l isas 
u n i d i m e n s i o n a l e s . E n términos m e n o s técnicos, s i l a construcción es r o b u s ­
ta, e n t o n c e s L debería parecer , a l r e d e d o r de cua l qu i e r a de sus p u n t o s , 
c o m o u n pequeño s e gmen to ( curvo ) , i.e. c o m o l o mues t r a l a f i gura 6a y n o 
c o m o l a 6 b , d o n d e n o se c u m p l e la condic ión de la v a r i e d a d e n n i n g u n o 
de l os tres p u n t o s de intersección i n d i c a d o s . P o r o t r o l ado , e n la s i gu i en t e 
sección o b s e r v a r e m o s , m ien t ras l l e v amos a c a b o l a construcción c lave d e 
la p r u e b a , que si e l c o n j u n t o L c o n que e m p e z a m o s es u n a v a r i e d a d l isa u n i ­
d i m e n s i o n a l , en t onces , de h e c h o , la construcción es r obus ta . 

F i g u r a 6a F i g u r a 6b 

¿Qué se p u e d e lograr s i es tamos l i m i t a d o s a u n so l o b i e n de capital? E n 
rea l i dad , l a proposic ión p e r m a n e c e válida si a las r e s t r i c c i ones de L agrega­
m o s q u e p o r cada c < r h a y a u n a rc única c o n ( r c , c ) € L . Es o b v i o que esta 
restricción es necesar ia , c o m o se ap rec i a e n la f i gura 4. V e m o s q u e f i j ando 
c, e n es tado estable d e t e r m i n a n a z únicamente y , p o r tanto , sólo p u e d e 
habe r c o m o máx imo u n a tasa de interés. P o r o t r o l ado , e n e l caso u n i d i ­
m e n s i o n a l , los p r e c i o s a través de dos p e r i o d o s s i empre s o n p r o p o r c i o n a ­
les. D e aquí q u e t o d o s los estados estables z estén asoc iados a u n a tasa de 

c c 

F 

* Se tradujo la expresión m a n i f o l d como variedad (N. del T.). 
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interés q u e es igual a u n o m e n o s el inve rso de la pend i en te hac ia la i s o cuan ta 
a través d e z . Todavía refiriéndonos a la f i gura 4, la intuición básica d e nues­
tra p r u e b a , r e d u c i d a al caso d o n d e n = 1, cons i s t e e n obse r va r q u e e n e l 
s e g m e n t o [0 (z, z ) \ p o d e m o s asignar las pend i en t es , e s enc i a lmen t e , de 
m a n e r a l i b r e . Además, h a y u n pequeño y d e l i c a d o p u n t o (que d a c u e n t a d e l 
término " e s e n c i a l m e n t e " ) : la asignación de i socuantas a las p e n d i e n t e s 
debería ser c o m p a t i b l e c o n e l m a p a de i socuantas q u e se genera de u n a 
función cóncava. P o r e l l o se r equ i e r e la restricción más re f inada d e l a reg la 
d o r a d a (i.e. la e x i s t enc i a de la función a ) . 

H e m o s p o s t u l a d o que e l c o n j u n t o L e n la f igura 7 p u e d e ser g e n e r a d o 
p o r u n m o d e l o de u n so lo b i e n de cap i ta l . Es t o parece estar e n c o n f l i c t o 
c o n l a afirmación c o n v e n c i o n a l de que e l caso de u n s o l o b i e n d e cap i ta l 
es b i e n c o m p o r t a d o y o b t i e n e c o m o r esu l t ado u n lugar geométr ico monó­
t o n o de la tasa de interés a soc i ada al c o n s u m o . S i n e m b a r g o , n o h a y n i n g u ­
n a contradicción. S u p o n g a m o s q u e en l os mapas de i socuantas de v ( x , y ) 

i m p o n e m o s la s igu iente condic ión de " n o r m a l i d a d " : s i las tasas marg ina l es 
de transformación de x p o r y están fijas e n c u a l q u i e r v a l o r a rb i t ra r i o , e n t o n ­
ces l a c u r v a u n i d i m e n s i o n a l resu l tante se i n c r e m e n t a c o n e l c o n s u m o ; u n 
n i v e l más a l to de c o n s u m o es p o s i b l e sólo s i hay su f i c i ente f lujo de cap i ta l 
y m e n o s r e q u e r i m i e n t o s de cap i t a l e n e l s i gu iente p e r i o d o . C o n esta c o n d i ­
c ión, la asignación de las p end i en t e s al es tado estable es monótona (véase 
de n u e v o l a f igura 4) y también l o será e l c o n j u n t o L . U n a condic ión suf i ­
c i e n t e para la p r o p i e d a d de n o r m a l i d a d es q u e v ( x , y ) tenga la f o r m a " c u a s i -
l i n e a l " v ( x , y ) = f ( x ) - y . E n este caso, las i socuantas de v s o n generadas 
de u n a a o t ra p o r d e sp l a zam i en t o ve r t i ca l . L a f o r m a v { x , y ) = f ( x ) - y , i .e. 
q u e l o s b i enes de c o n s u m o y de cap i ta l sean sust i tutos per fec tos , q u e es 
l o q u e usua lmen t e se en t i ende c o m o u n s o l o b i e n de cap i ta l , y p a r a éste, 
h e m o s v i s t o que l a afirmación de b u e n c o m p o r t a m i e n t o n o se sos t i ene . 

F i g u r a 7 

c 
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4. P r u e b a de l a p ropos i c i ón 

L a p r u e b a cons i s t e de seis pasos . N o s c o n f o r m a r e m o s c o n q u e la función 
v ( x , y ) sea c o n t i n u a y cóncava. L a función p u e d e hacerse c o n t i n u a m e n t e 
d i f e r enc i ab l e y es t r i c tamente cóncava si se agregan dos pasos más. D e b i d o 
a q u e éstos s o n c o m p l i c a d o s y n o m u y interesantes , l os de ja remos de l a d o . 

L a función de l a tecnología v ( x , y ) es c o n s t r u i d a e n e l paso 4 después 
de trabajo p r e l i m i n a r e n los pasos 1 y 3. L o s pasos 5 y 6 v e r i f i c a n q u e v t ie ­
ne las características deseadas. E l paso 1 c o n s t r u y e v e n u n c o n j u n t o d e 
es tado estable A = ((*, y ) € P x P-. x = y ) . L o s pasos 2 y 3 a s o c i a n a c a d a 
es tado estable u n a función afín e n R 4 q u e sos t i ene v s ob r e A. E n t o n c e s , e l 
paso 4 e x t i e n d e v a t o d o e l c o n j u n t o P x P t o m a n d o e l ínfimo de t odas 
las f u n c i o n e s af ines. 

S i n pérdida de g ene ra l i dad t o m a m o s c = 1, r = 1. 

P a s o 1 

T o m a n d o n = 2. 
H a y u n a c o n s i d e r a b l e l i b e r t a d pa ra escoger la función de tecnología 

s o b r e e l c o n j u n t o de estados estables A = [ ( x , y ) € P x P: x = y } . Se lec­
c i o n a m o s u n o q u e es pa r t i cu l a rmen t e c o n v e n i e n t e pa ra las s igu ientes c o n s ­
t r u c c i o n e s . 

F i g u r a 8 

Sea 0(-oo, 1] u n a función arb i t rar ia , c o n t i n u a m e n t e d i f e r enc iab l e , q u e 
es t r i c t amente se i n c r e m e n t a y es c o n v e x a , c o n : 
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i ) 0(0) - 0 , 

- i . y 
i i i ) ex is te u n a cons tan t e a > 0 tal que : P ' ( c ) = - f - . 

a(c) 

Este t i p o de función ex is te p o r l a restricción de la reg la d o r a d a : 

C J 
( d e < oo. 

- I a(c) 

está SKrrÍmn U ^ 1 ( iwvÍ a Sta fln.rc J?*™08 ° b S e f V a r q U C ^ 
a e n m o a o r n o » t u , ^ ^ease: a gu ra « j - r r p r i e n t e r n n o r a 

u i c i i i c s q u e IKJ u c a a p a r c c c n y u c i c n i i i i i a i t i c nc&aid i iu . o u p u i i ^ i i i u a l a m 

bién q u e : 

i ) g ( e ) = 1, 
» ) g ( ( 2 , 0)) < 0,g((0, 2)) < 0, y 

i » ) ex is te u n a cons tan te h > 0 tal q u e - II V dg(z)ll s£ h pa ra t o d a z > 0 . 

F i n a l m e n t e , d e f i n i m o s w . A - (-oo, 1] para p rese rva r la t r ans f o rma ­
ción, w ( z ) = / T ^ z ) ) (véase la figura 9). 

F i g u r a 9 
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Nótese q u e para w ( z ) < 1 t enemos que : 

V w ( z ) = a . , a , ^ v S ( z ) = o c ( w ( z ) ) v g ( z ) . 
P ( w { z ) ) 

P o r t an to , 

^ a ( w ( z ) ) ^ \\vw(z)\\ s? a h c t { w ( z ) ) . 

P a s o 2 

L a tarea aquí es i nye c t a r L e n A, d e tal m a n e r a q u e la inyección sea u n o a 
u n o (nótese q u e l o an te r i o r n o se podría hace r s i A n o fuera p o r l o m e n o s 
de d o s d imens i ones ) ; las s ecc i ones de i s o c o n s u m o de L se c o l o c a n e n e l 
m a p a s o b r e sus cu r vas de i s o c o n s u m o de w c o r r e s p o n d i e n t e s , véase l a 
f i gura 10. 

P a r a m e t r i z a n d o la región Q = [ Z € A: z < e, w ( z ) > 0) i d e n t i f i c a n d o 
t o d o s l os z € Q c o n ( w ( z ) , 9(z)), d o n d e B ( z ) es e l ángulo (en grados ) d e l 
v e c t o r z - e. O b v i a m e n t e 180 < 0 (z ) < 2 7 0 . 

F i g u r a 10 

í 

Pa ra c u a l q u i e r ( r , c ) € [0, l ] 2 hay q u e asoc iar e l p u n t o z ( r , c ) € Q d a d o 
p o r (c, 2 0 0 + 50r ) . Nótese que , e f ec t i vamente , w ( z ( c , r ) ) = c y q u e la fun­
c ión z ( •) está u n o a u n o e n L . D e n o t a m o s V c o m o la i m a g e n de L . 

P a s o 3 

A h o r a p r o c e d e m o s a asoc iar a t o d o s los z € A, 0 < w ( z ) < 1, u n a c ie r ta 
función afín qz e n R 4 m a x i m i z a n d o w en A. S i n e m b a r g o , p r i m e r o neces i ta-
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m o s escoge r dos f u n c i o n e s aux i l i a r es c u y a ex i s t enc i a sea u n a c o n s e c u e n c i a 
d é l a cercanía de V. 

Sea r : A - » [0, 1] u n a función c o n t i n u a tal que : 

i ) c t { w ( z ) ) < r ( z ) < k a ( w ( z ) ) pa ra c u a l q u i e r z € A , y 
i i ) s i z e L ' , e n t o n c e s r ( z ) es la tasa de interés c o r r e c t a asoc i ada c o n 

z , i .e., z ( r ( z ) , w ( z ) ) = z . 

Sea y . A -* (— j , j ) u n a función c o n t i n u a arb i t ra r ia y d i f e r enc iab l e 

ta l q u e c u a n d o 0 < w ( x ) < 1, t e n e m o s que y ( z ) = 0 s i y sólo s i z € V. 

A d i c i o n a l m e n t e , s i L (y p o r l o tan to V ) es u n i d i m e n s i o n a l y l isa, en t onces 
y p u e d e escogerse tal q u e V z y ( z ) * 0 c u a n d o y ( z ) = 0. Éste es e l reque­
r i m i e n t o q u e garant i za que nues t ra construcción sea r o b u s t a e n e l caso de 
q u e L sea u n a v a r i e d a d l isa. 

F i n a l m e n t e , pa ra cada z tal q u e 0 < w ( z ) < 1, d e f i n i m o s qz: 

R 4 - > R p o r : 

<7z(*> y) = b* • x + b y
z • y + d z 

d o n d e : 

r ( z ) 

r(z) U + 1 - r ( z ) . 
(z), — (z)j « 0 

3z 3z, 

d x = w(z) - (b* + b y
z ) • z . 

Nótese q u e b x
z + b y

z = V w(z) y q z ( z , z ) = it/(z). P o r tanto , si x = y 

= y, en tonces t e n e m o s que q z ( v , v ) = (b§ + b y
z ) • v + d z = V w ( z ) • ( v 

- z) + w ( z ) , i .e., e n A q z c o i n c i d e c o n e l g rad iente de w e n z. 

Los v ec t o r es b * , b \ se h a n diseñado para ser p r o p o r c i o n a l e s s i y sólo 
s i z € ¿ ' , tal q u e feg = - (1 - r(z))fe* 

F i n a l m e n t e , 

- \ m , H ) W ^ + (1 + y t o ) * * ^ < 5 a b r(z) r(z) 

y-¬

U f o » ^ II * » £ II ^ ~M v ^ "I > T ^ T T 1 > T i . -
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Por tanto, el conjunto [II qz II: 0 w ( z ) < 1) está acotado uniforme­
mente por arriba y por abajo. 

P a s o 4 

Definiendo la función de tecnología como v. P x P - R por: 

v ( x , y ) = inf [ q z { x , y): z € A, 0 ^ w{z) < 1]. 

Por construcción, v es cóncava, dada la propiedad de límite que se 
enunció al final de la sección anterior, v (x, y ) > - oo para todos los (x, y ) 
y, también porque todos los vectores subgradientes son no triviales y tie­
nen componentes del signo correcto (débil). Además tenemos que c(z, z ) 
= w ( z ) en A. 

Para concluir la prueba deberíamos mostrar, por tanto, que un estado 
estable (z, z ) admite una tasa de interés de apoyo r 2: 0 y de consumo c > 0 
si y sólo si (r, c) € L . El paso 5 establece la condición suficiente y el paso 
6 la condición necesaria. 

P a s o 5 

La condición suficiente es trivial. Sean (r, c) € L . Tomando z = z ( r , c ) 6 Z ' , 
entonces c = v ( z ( r , c)) y, por construcción, qz, de apoyo a v(x, y ) en (z, 
z ) tiene: 

H = - (1 - r ( z ) ) b * = - (1 - r ) b x
z . 

P a s o 6 

La condición necesaria es un poco más delicada. El factor clave es que para 
cualquier 0 < w ( z ) < 1, la función v(x, y ) tiene qz como el único gradiente 
en (z, z). Esto implica que si algún (z, z ) con 1 > v(z, z) > 0 admite una 
tasa de interés r, entonces esta r sólo puede venir de q z , i.e. debemos 
tener b y

z = - (1 - r ) b x
z . De aquí que z € L ' (de otra manera b x , b z no son 

proporcionales) y por tanto r = r(z), lo que resulta en (r, v(z, z))€Z, que 
es la conclusión deseada. En cuanto a c = 1, puesto que w { •) tiene un 
valor máximo igual a uno, se sigue del Teorema de la Regla Dorada que 
c = 1 sólo puede estar asociado a la tasa de interés r = 0. 

Por tanto, deberíamos comprobar que si 0 s w ( z ) < 1, entonces qz 

es la única función afín de apoyo a la función v(x, y ) en (z, z). Por contradic­
ción, y suponiendo que hubiera otro p , tomamos a u f 0 tal que: 

p((z, z ) + u ) < q z ( ( z , z ) + t i ) , 
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p u e s t o q u e p ( z , z ) = q z ( z , z ) , q u e i m p l i c a q u e p(ü) < q z { u ) . 

P o r definición de v, h a y u n a s e cuenc i a z m tal q u e : 

P o r l a estr ic ta c o n v e x i d a d de w e n l a v e c i n d a d de z y e l límite de {q¿. 

0 < w { x ) < 1], p o d e m o s e n c o n t r a r 5„ tal q u e \\z' - z l l > U n - e n t o n c e s 
q z \ { z , z ) + e v ) > q z ( ( z , z ) + e v ) + S„ pa ra e < 5„. 

C o m b i n a n d o l o s últimos dos párrafos, c o n c l u i m o s q u e z m - z . 

R e a c o m o d a n d o los términos y multiplicándolos p o r m , t e n e m o s q u e : 

L a par te i z q u i e r d a de l a ecuación t i ende a ce ro . E l p r i m e r término de 
l a parte d e r e c h a es n o nega t i v o p o r q u e q Z m { z , z ) > q z ( z , z ) = w { z ) - p ( z , 

z ) . P o r tanto , q z J u ) - + p ( u ) . S i n e m b a r g o , z m - z i m p l i c a q u e q z m - > qz. 

P o r tanto , q z { u ) = p ( u ) , l o q u e c o n s t i t u y e l a deseada contradición. 
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