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Resumen: Este articulo muestra que hay un equilibrio
competitivo reproducible en el modelo general
de crecimiento de Von Neumann, extendiendo
asi un resultado de Roemer.

Abstract:  This paper shows the existence of a reproduci-
ble competitive equilibrium in the general Von
Neumann growth model, extending in this way
a result due to Roemer.

1. Introduccijén

Este articulo contiene un planteamiento, posiblemente incompleto, de un
problema y la solucién de un caso particular, que generaliza a uno conside-
rado por J. Roemer (1981, capitulo I).

Entre los temas de interés en la microfundamentacion de la teoria del
crecimiento est la clase de trayectorias que se asocia a o que queda en alguna
forma condicionada por posiciones sucesivas de equilibrio de mercado,
sea éste competitivo o no. Visto en otra forma, ;qué clase de trayectorias
de crecimiento admite como precios soporte a un sistema dado de preciosde
mercado?

En este articulo se aborda el problema en forma indirecta: bajo qué
condiciones un sistema de precios conocido como soporte de una trayectoria
de crecimiento balanceado (y por tanto de una familia de trayectorias éptimas
para varios criterios de optimalidad) es un sistema de precios de equilibrio,
en este caso competitivo.

* Agradezco a Adalberto Garcia Rocha y a Cario Benetti sus comentarios acerca de
1a ubicacién del tema, que llevaron inclusive al cambio de titulo de este trabajo. Lucia
A. Ruiz Galindo y un dictaminador anénimo observaron detalles oscuros en la version
original. Desde luego, los errores e impresiciones restantes son de mi entera responsa-
bilidad.
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J. Roemer (op. cit.) lo resuelve para un modelo con tecnologia lineal de
produccién no conjunta y con demanda consistente en un ‘consumo necesario”
inelastico a los precios, por parte de consumidores trabajadores que aportan
una fuerza de trabajo homogénea al proceso productivo. Dicho modelo no
es otra cosa que el Marx-Leontief-Morishima; véase M. Morishima (1973).

En otros capitulos del mismo libro (precedido todo esto por un articulo
en Econometrica, 1980) Roemer demuestra la existencia de equilibrio compe-
titivo sin las restricciones de linealidad ni de produccién no conjunta, en una
economia a la Marx, donde la mano de obra homogénea tiene el mismo
comportamiento, como consumidores, del modelo inicial. Previamente Mo-
rishima (1964) habia demostrado la solubilidad de un modelo Von Neumann
no lineal, donde la no linealidad se origina en elasticidades precio diferentes
de cero por parte de los consumidores. Sin embargo, solamente Roemer
aborda la relacién equilibrio de mercado- trayectoria de crecimiento, introdu-
ciendo el concepto de ‘equilibrio competitivo reproducible’ y mostrando que,
en el modelo especifico del que se ocupa, los tinicos precios de equilibrio
competitivo reproducible son los de Von Neumann, i.e., el sistema de soportes
del crecimiento balanceado.

En este articulo se extiende el resultado de Roemer al modelo general de
Von Neumann, con produccién conjunta y trabajo heterogéneo manteniendo,
para cada tipo de trabajo, la hipétesis de demanda ineldstica a los precios. La
demanda toma la forma de un haz de curvas de Engel que son rectas por el
origen, cuyas distintas direcciones reflejan las diferentes composiciones (pa-
trones de consumo) de los trabajadores de cada tipo (o de consumidores en
general, cuyo trabajo aporta algo al proceso productivo).

La generalizacién consiste esencialmente en dos enunciados que va-
len bajo los supuestos de tecnologia lineal Von Neumann y demanda
ineldstica a los precios, en un sistema econémico (modelo de equilibrio
general) E: Para todo equilibrio Von Neumann asociado a la tecnologia de E,
existe un equilibrio competitivo cuyos precios son los de Von Neumann (Teorema 2)
y: Para todo equilibrio competitivo de la economia E existe un factor de expansion
de Von Newmann para el que los precios de equilibrio competitivo son de Von
Nenmann (Teorema 3). La condicién necesaria para la existencia de equili-
brio competitivo reproducible que da Roemer en (1981) se traslada, mutatis
mutandis, al modelo general.

La seccion 2 es necesariamente un poco larga: consta en esencia de
definiciones y de una lista de propiedades del modelo Von Neumann, que el
lector familiarizado con el tema puede pasar por alto. Se definen, por una
parte el modelo Von Neumann con trabajo heterogéneo, y por otra los
conceptos de equilibrio, regularidad, irreducibilidad y subtecnologia. Algunas
demostraciones relativamriente inmediatas se dan en las notas y, para el resto,
se hace alusién a referencias en la literatura.
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En la seccidn 3 se generalizan el concepto y los teoremas de existencia y
unicidad de Roemer para modelos de equilibrio competitivo con tecnologia
Von Neumann irreducible y regular.

Como en una economia (o si se quiere tecnologia) Von Neumann redu-
cible, las subeconomias (subtecnologias) son irreducibles, el teorema se aplica
a cada una de ellas. Las propiedades de la descomposicién de una economia
reducible hacen pensar que seria fructifero explorar la existencia y propieda-
des de equilibrios (no walrasianos) con oferta excedente y rigideces de
precios, cuando la economia no se expande a tasa maxima. Esto, desde luego,
es materia de estudio por separado.

2. Tecnologias Von Neumann con trabajo heterogéneo

Consideramos una tecnologia lineal de produccién den bienes a partir de los
mismos n bienes, esto es, una tecnologia definida por un conjunto de posibi-
lidades de produccién P < R?* que es un cono convexo poliédrico.! Un punto
de P es un programa de produccidn y su forma es: (¥, 7¥,21o que quiere decir
queel vectorde productos y € R} es produciblea partir del vector deinsumos
z. El cono P esta generado por (es el conjunto de combinaciones lineales no
negativas) N direcciones extremas,®> que se llamaran actividades bdsicas. Todo
programa de produccién en P es una combinacién lineal no negativa de
actividades basicas. Estas son de la forma & =(b/’, ¢/’ ¥, j=1,...,N. Todo
programa de produccién se puede expresar en la forma:

<
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=
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j=1

para alguna coleccién de N escalares no negativos x|, ..., xy . Diremos que

x; es el nivel o la escala a la que opera la actividad basica j en la combinacién

! El conjunto de posibilidades de produccién de toda tecnologia de rendimientos
constantes a escala, es un cono convexo con vértice (en el origen). Si ademas de esto, el
conjunto de posibilidades de produccién es un poliedro, se tiene una tecnologia lineal.

2El acento denota trasposicién y los vectores se entienden como columnas.

3 {AvIk 2 O} es ladireccion positiona través de x. El conjunto S de direcciones extremas
de un cono convexo K se define por las propiedades: i) S genera a K, y ii) S es
positivamente independiente (i.., ninguna de las direcciones en S es una combinacién
lineal positiva de las demas). Un cono es poliédrico (es ala vez un cono y un poliedro)
si su conjunto de direcciones extremas es finito.
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lineal delas actividades basicas que defineal programa (', ) .Si xe RY es
el vector de niveles de las actividades, B es 1a matriz de columnas b/ yQla
de columnas qf, (2.1) se puede escribir en la forma:

y=Bx
z=Qx

y la produccidn netade bieneses y — z = (8 — () x. Diremos que bijes la cantidad
de bien i que produce y q;1a que consume la actividad j cuando su escalaes la
unidad.

Se entenderd como matriz completa de coeficientes técnicos, una matriz
que incluye no solamente el uso directo de insumos en el proceso de produc-
cién, sino también el consumo de bienes salario por parte de los trabajadores,
i.e., )a reproduccion de la fuerza de Imbnjo.“ La matriz Q es, por tanto, la suma de
una matriz A de coeficientes técnicos ‘ordinarios’(por ejemplo, como en
insumo-producto) y una matriz de reproduccién de la fuerza de trabajo. Se
la define entonces como sigue: a escala unitaria, la actividad j usa

i) a;; unidades de bien i como insumos (fisicos).
i) lkj unidades (por ejemplo, jornadas) de trabajo de tipo 4.

Un trabajador de tipo & consume w/c, unidades de bien i por jornada.
El vector c¥=(c ;o) define la composicidn y el escalar w el nivel del consumo de
los trabajadores de tipo k. w, es una tasa de salario real: a precios p, el salario
nominal por jornada de trabajo de tipo kes W =w, p’ck

Convenimos en ‘diagonalizar’ un vector v como sigue: denotamos por
# ala matriz diagonalde elementos (i, ): u; si i=j,0 si i#j.Dado todo esto,
q;=a;+ ZW‘I‘} w=A+ Cw L, donde Wesla diagonalizacién delvector w

de tasas de salario real.
A precios p (e R}) laactividad j, a unidad de escala, produce bienes por

valor (monetario) z pihij y los consume por valor 2 P4 demodo queel

vector de ingresos n‘etos de las actividades es (B.—- Q)}p.
La tecnologia P queda totalmente identificada por las matrices By Q.
Diremos que la tecnologia es la pareja (8.0).

DEFINICION 2.1. i} El escalar real o >0 es un factor de expansién viable para
(B.Q) si existe un vector de niveles de actividad x>0, tal que (B —aQ)x =0 35

4 La consecuencia basica de utilizar este modelo es evitar el uso del trabajo como
insumo primario. Véase el comentario que sigueala Definicién 2.4.

e 12 v denota u,2v; para todoi; u2vdenotau2v con u#v,ie, u,2v, para
todo i, con deelgualdad estricta cuando menos parauni.
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ii) El escalar real B es un factor dc rentabilidad viable para (B.Q) si existe
p20 talque(B-BQ)p< 0.5

DEFINICION 2.2. (x, p) es un eguilibrio Von Newmauu con factor de expansidn o
y factor de rentabilidad B para (B.Q) si:

(B -oQx 20, (2.2.2)
B-BOYP<O, (2.2b)
P'B-o)x=p'(B-BO)x=0. (2.2.0

Se dice que una pareja de equilibrio (x, p) es de equilibrio econdmico si, ademas
de (2.2), satisface que p’Bx > 0 (valor positivo de la produccién).

PROPOSICION 2.1. Si (x, p) es una pareja de equilibrio econdmico con factar de
expansion o y factor de rentabilidad B, amboes diferentes de cero, entonces o =p 7

Si (x, p) es de equilibrio econémico de factor de expansion o, diremos que
(x. p. o) es un equilibrio Von Neumann de nivel o si:

(B-0Q)x20, 2.3.2)

(B-aQYp<0. (2.3.b)

La ecuacién p’(B — aQ)x = 0 es consecuencia de (2.3.a, b).

Se dird que el bien i se sobreproduce a nivel & si {(B—aQ)x],>0 para x
solucion de (2.3.a), y que la actividad j es ineficiente a nivel o si, para p solucion de
(2.3.b), [(B - (XQ)'p]j < 0. La condicién de ortogonalidad p’(B - aQ)x implica
que, en equilibrio, los bienes sobreproducidos son libres (p;=0) y las activi-
dades ineficientes no se usan (xj: 0).

¢ (B — 0Q)x 2 0 implica que a < o(x) = (Bx),/ ((x), para todo i. Sea o(x) el minimo
sobre i delas al(x) Un factor de expansién umforrm mayor que o(x) no es alcanzable
con niveles de actividad x; uno menor estd dominado por «(x) y es ineficiente. En
forma semejante, (B —BQ)p<0 implica que, para todo j, f< [3 (P =B’ p); Q' P); -
B* < B(p) = min [3 (), (B—P*Q)’p tiene coordenadas positivas, 1o’ que viola ©21p).
J

En términos econémicos, se dan ganancias extraordinarias a precios p. Un factor de
rentabilidad uniforme mayor que (p) no es alcanzable a precios p.

7Si p'Bx>0 y tanto ot como P son diferentes de cero, p’Qx tampoco es ceroy la
division entre p’Qx es factible. o = § es consecuencia trivial de (2.2.¢).
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DEFINICION 2.3. El conjunto de vectores factibles (de escalas) de actividad a
nivel o se denotara por E(o). Esté claro que E(o)={x¢e RQ’ [((B~0Q)x201}.
El conjunto de sistemas de precios factibles a nivel o es

Fa)={peR{I(B-aQYp<0}.
La siguiente proposicién es inmediata:

PROPOSICION 2.2. Para todo o, E(o) y F(o) son conos convexos con vértice en el
origen.

DEFINICION 24. La tecnologia (B.Q) es regular si ninguna columna de Q' y
ningun renglén de B son cero.

Esto quiere decir que: 1) todas las actividades basicas usan algin insumo
y 2) la tecnologia (B.0) no usa insumos primarios.

El lector nota que la incorporacién del trabajo en la matriz completa evita
considerarlo como insumo primario, a diferencia de los modelos neoclasicos
y neo-ricardianos. Esto es importante en virtud de la siguiente Proposicion.

PROPOSICION 2.3. §i (B.Q) es regular, { ol E(a)# D ) estd acotado por arriba y
(ol Fl)# D) cRN\(O).

DEMOSTRACION. Véase Brémek (1974).

Enloquesigue I=(1,...,n} yJ=(1,...,N}.SiI'cly J'cJla
submatriz de A con indices de renglén en /" e indices de columna en J’ se
denotard por Ay, -

La siguiente definicién se usard para extender al modelo rectangular el
concepto de matriz reducible, familiar en el caso de matrices cuadradas.?

DEFINICION 2.5. /; < I es un conjunto independiente de bienes si existe J| < J tal
que By ;s 20, peroQyyyjyxy =0.

Los bienes de un conjunto independiente se pueden producir usando
solamente actividades de un cierto subconjunto J, (usando solamente bienes
del mismo conjunto como insumos, en el caso de un modelo cuadrado).

8 La irreducibilidad de la matriz de coeficientes técnicos es basica en el estudio de
modelos cuadrados, en particular para las aplicaciones del teorema de Perron y Frobe-
nius. Sraffa (1960) y la escuela neo-ricardiana la explotan para el concepto de bienes
bisicos. Viéase un tratamiento detallado en Pasinetti (1975).
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Si existe un conjunto independiente de bienes, la forma de Q es la

siguiente:
0= 0, 9 1
B Y B AV A
PV AVA

y se puede demostrar que la de B es la misma. Si Q es cuadrada existe un
conjunto independiente de bienes si y solamente si Q es una matrizreducible.

DEFINICION 2.6. (B.Q) es irreducible si no tiene conjuntos independientes de
bienes.

PROPOSICION 24. (Gale, 1960). Si (B,Q) es irreducible yxe E() para >0,
entonces Bx> 0.

DEMOSTRACION. Véase Takayama (1974).

COROLARIO. Si (B,Q) es irreducible, todes sus equilibrios no triviales
(x#0, p#0), son econdmicos.

(B, Q),,\, I\, = =(B,, , @,,) es una subtecniolagia de (B,Q). Si es a su vez
reducible, tiehe una subtecnologfa, que es subtecnologia de segundo orden de
(B,Q), etc.

DEFINICION 2.7. G=sup { a.| E@) # @ } es el factor de expansidn de Von Neu-
mann de (B,Q).

@ es el maximo o para el que existen soluciones a (2.3.a), ie., el mdximo
factor al que puede expandirse (B.0).

Para x€ R} , o(x) denotara al conjunto de coordenadas positivas de
x:0o(x)={ jlxj>0 }.

PROPOSICION 2.5. Si § c R} es convexo, existe xe S tal que, para todo
y €S, 0() c ox).?

9Lademostracién es practicamente trivial: paraA € (0,1), Ax+ (1 - L)y tiene como
coordenadas positivas tanto las de x como las de y; como hay solamente 1 de ellas,
después de un nimero finito de combinaciones convexas se tiene un vectorde S al que
yano pueden anadirse nuevas coordenadas positivas.
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DEFINICION 28.Unxe § que satisface la propiedad de la Proposicién 2.5 es
un ¢ — maximal en S.

3. Equilibrio competitivo con produccién conjunta

La economia objeto de estudio en esta seccidn consta de: /) un conjunto de
productores (empresas) M= (1,....m }, cada uno con una dotacidn inicial
de bienes utilizables como insumos, y i) una tecnologia Von Neumann
regular e irreducible (B.Q).

Denotamos a la economia por E = (M.(B.0).{ Ylke M)),donde M es
el conjunto de productores, ¥ es la dotacidn inicial de bienes del productor ky
(B.Q) es la tecnologia.

Supondremos que tanto p como x son puntos del simplex estandar A",
r la dimensién apropiada.

DEFINICION 3.1. El conjunto K(BQ)={ ne R? |3xe AV 1 3Bx2Qx=u} es
el cono de Roemcr de la tecnologia (B,Q).10

El cono de Roemer de (B.Q) contiene a vectores de bienes u que, de
usarse como insumos, permiten una produccién cuando menos igual a u,
coordenada por coordenada. Esto es, son rcproducibles por la tecnologia
(B.Q); véase Definicion 3.5 méas adelante.

DEFINICION 3.2. La correspondencial! G: A"~ x R" —o AV~ ! del producto
del espacio de precios por el de bienes al espacio de niveles de actividad, con
imagenes G(p,y*)={ xe AN~ p’(Qx - <0} es la correspondencia de presu-
puesto de un productor con dotacion inicial v,

La imagen del punto (p.y5 bajo l1a correspondencia de presupuesto,
contiene a todos los vectores de niveles de actividad que, de usarse, hacen
que el costo de los insumos (costo de produccion) a precios p no exceda al
valor de la dotacién inicial y¥, evaluada a los mismos precios.

103 denota al cuantificador existencial y 37 se lee “tal que’.

I Para un espacio vectorial X, X denota a su dual (el espacio de las funcionales
lineales sobre X). Cuando se trate de correspondencias (funciones de puntos a conjun-
tos), en lugar de f:X — Y escribiremos f: X—o Y. Esta claro que, si f es funcidn,
S (x) e ¥;si fes correspondencia, f (x) C Y.
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DEFINICION 3.3. La correspondencia & : A"~ 1 xR” —o0 AN~!  de im4genes
Epyh={xe Gp N lze Gpy = p'(B - Qw2 p' (B~ )z )eslacorresponden-
cia de niveles dptimos de actividad para wn productor con dotacion inicial Y.

Desde luego, &(p.¥¥) < dG(p.y*), 1a frontera de G(p.y¥), i.e., un productor
que maximiza ganancias usa totalmente el valor de su dotacién inicial.

DEFINICION 34. { yk lke M} esuna asignacidn (de produccién).

DEFINICION 35. a) (p.{ ¥¥ k€ M }) es un equilibrio competitivo estdtico de la
economia E= (M, (B.Q). { Y. ke M}) si p20y:

i) Para todo k, ¥ = Bx* para algtin +F € £(p.y%) .

i)y, k=3 .

keM keM

b) (p. { ¥ 1 ke M }) es unequilibrio competitivo reproducible de 1a economia E si
vale i) y, en lugar de ii) se cumple:
ii") z ¥2a) ¥ paraalgin o> 1.
ke M ke M

S (pd _vk lke M}) es un equilibrio (competitivo, reproducible),
{vlke M)esuna asignacidn de equilibrio (competitivo, reproducible).

Unequilibrio estdtico es un equilibrio reproducible cona = 1. Se dice que
o es un factor de expansidn asociado al equilibrio (p,{ _v’*' lke M)).

Sea y= 2 ¥*  ladotacién inicial agregada de los productores; definimos

ke M
la correspondencia agregada de presupuesto G(p.y ) = z GpyH y la correspon-
ke M
dencia agregada de niveles éptimos de actividad &(p.y ) = 2 EpyH .
ke M

Diremos que x € E(p.Y) es un vector de niveles agregados de actividad de
equilibrio si Bx2 ) vk,
ke N

LEMA 1. Si p es 6 — maximal en F(o) y (B,Q) es reqular e irreducible, Qp > 0.

DEMOSTRACION. Si para algun j, (Q'p);=0, p;=0 si g;>0 . Por la o-
maximalidad de p y la irreducibilidad c{e (B.Q), Q/=0, contradiciendo el
supuesto de regularidad. n

LEMA 2. Bajo los supuestos del Lema anterior,

(B,/’)j
max (p’Bx)/(p’Qx) = max ——= .
e V! i 0py
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DEMOSTRACION. Sean ofp)=(B'p);/ (Qp); y ofp)=maxa(p). Sea huna

actividad que maximiza aj(p) (h depende de p, obviamente). Si j= 4,

o(p) < o (p) = afp) y x es un maximizador, x;=0. Supéngase lo contrario y
Y} J

sean: x0 un x € AV~ ! tal que x? > 0si y solamente si

o (p)=alp), J'={jlx(p)>0ra;p)<alp))

y, finalmente, €= otj(p) —afp) paraje J'.

PB-Qx_p'B-QO)n _
PO T pge TR

jel

de modo que x no es un maximizador. [ ]

TEOREMA 1. Bajo los supuestos de los dos Lemas:

D) (0.1 Y1) , ¥*=Bx*, es un equilibrio competitivo reproducible con factor de
expansion ofp) de la economia E=(M, (B,Q), { ¥ }) solamente si para todo k,
x*> 0si y solamente si o(p) = a(p).

i) Existe al menos un xe E(a(p)) tal que xj>0 para todo j, tal que
O'.I-(p) = ofp).

DEMOSTRACION. /) Sean { y* } = { Bx* } una asignacién tal que x = Zx" .Porel

ko
Lema 2, si xf > 0 para algtin £, para algtin j con oy(p) < a(p), *eEpy).
if) Por las Proposiciones 2 y 5 de la seccién 2, x= Zx" puede tomarse
como un ¢ — maximal en E(o(p)). k [ ]

COROLARIO 1. En una economia irreducible, si p es de equilibrio competitivo
reproducible, (B — oa(p)Q)'p = 0.

TEOREMA 2. Si (X% p°®) es un equilibrio Von Neumann de nivel G>1 de la
tecnologia regular irreducible (B,Q), existe un equilibrio competitivo reproducible
e=(p%{ ¥ )) de la economia E=(N.(B.Q),{ ¥* ), con Z}":i: X0, y existen
xke E(py"), tales quex®="y x , yk = Bx* paratodo k. 'k

3

DEMOSTRACION. Si (B,Q) es irreducible se pueden tomar x>0, p%>0, de

modo que G(p®.y ) es compactoy p¥(B ~ Q)x alcanza un méximo en la frontera

de G(p’y). Sea x el maximizador. Por el Lema 2,

pY(B - O = (a(p®) - 1) p¥ y = (a(p?) — 1)p¥Qx° . Pero, por definicién de equi-

librio Von Neumann, @p%¥Qx®=p%¥Bx?, ic., p¥(B - Q)x=p%(B - Q)4 o sea

que @ = a(p?) y x° es un maximizador. Como x° € &P, 0x%) = &0, Y ¥, 2
k
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se descompone en la forma Y x*, con Q¥ =3 para todo £. Obviamente,

k
(% Bx* }) es un equilibrio competitivo reproducible de la economia E. &

Sic<1, el equilibrio @4 y" }) sigue siendo competitivo, pero la econo-
mia E no es capaz de crecer, independientemente de tas dotaciones iniciales: su
tecnologia no lo permite.

TEOREMA 3. Supdngase que la economm E=(N(B.Q).{ ¥ ) con (B,Q) regular,
posee un equilibrio competitivo (p,{ y* }) , con y*=Bx* para todo k. Sea x ="y x* .
Entonces existe o> 0 tal que (B - oQ)Yp<0yp'(B-oQ)x=0. k

DEMOSTRACION. Por regularidad, las funciones ofp) y a(p) del Teorema 1
estan bien definidas. Por definicién de la funcién op), (B-a(p)Q)'p<0.

Comox20,p’'(B - a(p)Q)x < 0.Sin pérdida de generalidad, x puede suponerse
o— maximal en E(a) y entonces, si la desigualdad fuera estricta, existiria
Jj € o(x) tal que [(B - m(p)Q)’p]j < 0. Por el Teorema 1, x no es de equilibrio. ®

TEOREMA 4. (Condicién de accesibilidad) Sea (B.Q) regular e irreducible. Si y
solamentesiy € K(B Q) existe un equilibrio competitivo de la economia E con precios

positivos, tal que % >1.
DEMOSTRACION. Sea 7 € K(B.Q). Entonces, para todo p >0 el méximo de
P'(B- Q)x paraxe G(p,y) existe y es no negativo. Sean x0 el maximizador y o(p)
la funcién definida en los teoremas anteriores. p’(B - Q)% = (oup) — 1)p’ =0,
de donde a(p)21.Como p’y=p'Qx’, se concluye que %21 Desde
luego, x% € E(p,y), de modo que existen x* € E(p,y*) tales que (p,( Bx* }) es
equilibrio competitivo de la economia E.

Reciprocamente, si (p, { ¥ 1,esun equilibrio competitivo de la economia
E con p positivo, existen x* € &(p,y*) , tales que p’Qx* =p’ ¥* para cada &, de
modo que p'(Qx-5) =0y p>0implica Qx=}. n

Este es el sentido en el que la trayectoria de crecimiento balanceado es
‘alcanzable’ desde las dotaciones iniciales de los productores: la dotacién
inicial agregada es un punto del cono de Roemer de la tecnologia.

4. Conclusiones y algunas conjeturas

Se ha extendido el andlisis de J. Roemer (1981) que muestra, por una parte,
que el modelo Morishima del esquema de reproduccién ampliada de Marx
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es un modelo de equilibrio general, donde los consumidores son los trabaja-
dores, con demanda ineldstica alos precios y, por otra, quelos precios soporte
del crecimiento balanceado y los precios de equilibrio competitivo en este
modelo son los mismos. La generalizacién objeto deestearticulo ha consistido
en mostrar que el resultado de Roemer continta siendo vdlido, con ligeras
modificaciones en su enunciado, si se admiten produccién conjunta y trabajo
heterogéneo.

Si el consumo de un trabajador de tipo k tiene una parte wcf que no
depende de los precios y otra f kp) que depende explicitamente de ellos, Q
toma la forma Q=A+ [C(«‘)+F(p)]L, donde F(p) es la matriz de columnas
[¥p). Si Q’p es una funcién homogénea de primer grado en p, los precios de
Von Neumann en el caso de produccién simple (i.e, Q:Rf 5> R} es un
operador homogéneo) estdn definidos en forma semejante a los del caso
lineal, como el vector caracteristico asociado a la raizde Frobenius de Q; véase
por ejemplo Morishima (1964), Fujimoto (1979), Bath (1986). Para el modelo
de este articulo, cuya tecnologia admite produccién conjunta, es concebible
la generalizacién no lineal en la linea de Idzik (1979) para modelos Von
Neumann no lineales; y en la de Mangasarian (1971) y Thompson y Weil
(1971) para la idea de los equilibrios Von Neumann como parejas duales
de vectores caracteristicos {(generalizados) de haces rectangulares. Este tra-
bajo estd por desarrollarse.

Se puede adelantar una conjetura: los precios de equilibriode produccién
son de equilibrio competitivo si: i) la tecniologia es de rendimientos constantes a
escala, y i) las funciones demanda de los consumidores son ltonmogéneas de grado cero
en los precios relativos. En el caso cuadrado ésta es la condicion para que Q(p)
sea un operador homogéneo y valga la generalizacién Morishima-Fujimoto-
Bath, del teorema de Perron-Frobenius. Es posible que sea la misma condicién
la que permita la generalizacién al caso no lineal del enfoque de Mangasarian
y de Thompson-Weil via vectores caracteristicos de haces rectangulares.

Nétese que, sila conjetura es vdlida, no tiene sentido seguir hablando de
equilibrio competitivo en el caso de que la condicidn ) se viole: se esta en el
caso de un equilibrio monopélico del tipo Negishi-Silvestre,!2 en el que serfa
dificil sostener la idea de un equilibrio de produccién’ y de los soportes
de la trayectoria de crecimiento balanceado, independiente de la forma de
organizacion del mercado.

Otro campo de interés para investigacion futura surge de que, al utilizar
el modelo de Von Neumann para dar cuenta de la produccién conjunta, se
vislumbran nuevas extensiones, en particular la busqueda de equilibrios no
walrasianos en sistemas con tecnologia reducible. En efecto, si el sistema
opera a una tasa de reproduccién menor que lade su subsistema mds eficiente,

12Negishi (1972); Silvestre (1978).
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los bienes producidos por éste tienen oferta excedente y por tanto precios de
equilibrio cero o libre eliminacién de la oferta excedente. Como el sistema no
opera necesariamente a su tasa maxima de expansién (decisién politica de
producir ciertos bienes no basicos o de utilizar ciertas actividades ineficientes
a tasa maxima, por ejemplo), tiene sentido estudiar los equilibrios con racio-
namiento y con rigideces en los precios (no necesariamente precios fijos).
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