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Resumen: Se considera un modelo lineal de produccién no conjun-
ta con trabajo heterogéneo, endogenizado a la manera de
Morgenstern y Thompson (1976) para: i) demostrar que
la condicién de Okishio-Roemer para la productividad
de un cambio tecnol6gico es localmente necesaria; ii)
estudiar la repercusién de un cambio productivo sobre
el poder adquisitivo del salario, y iii) presentar una
nueva tipologia de los cambios tecnoldgicos que da
cuenta de los efectos sobre el empleo de los cambios que
sustituyen unos insumos por otros. El enfoque se puede
usar para el estudio de las condiciones de validez de las
conjeturas de la economia marxista sobre la “tasa decre-
ciente de ganancias”.

Abstract: This paper considers a linear no-joint production model
with heterogeneous labour, endogenised in the manner
of Morgenstern and Thompson (1976). It aims at i)
showing that the condition of Okishio and Roemer for
the productiveness of a technological change is locally
necessary; i) to study the effect of a technological
change in the purchasing power of wages and iii)
propose a new classification of technological changes
that is able to account for the effects on employment of
substitution between inputs. As a byproduct, one derives
a new proof of the general non-holding of the marxian
conjecture of the “falling rate of profit” and its inde-
pendence of the “reserve army”’.

* Version revisada del trabajo presentado en el XXVvi Congreso Nacional de la
Sociedad Matemitica Mexicana, Morelia, 1993. En él se generalizan resultados presenta-
dos en el III Coloquio Nacional de Economia Matemitica y Econometria, Guanajuato,
1993. Algunos de ellos, como la necesidad de la condicién de Okishio a nivel local y la
ecuacién (4) se adelantaron en Uribe (1983) y se han incluido, tanto en los trabajos de
Guanajuato y de Morelia como aqui, en pro de un tratamiento completo del tema.
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1. Introducciéon

Aparte de la sustitucion entre trabajo y “capital”', abundantemente estu-
diada por la literatura en materia de cambio tecnoldgico, es relevante la
sustitucion de unos insumos por otros. El manejo del “capital” como un
vector de insumos heterogéneos permite estudiar la sustitucion de unos
insumos por otros en términos de sus efectos sobre el empleo, via los
multiplicadores de trabajo. Este tratamiento tiene relacién cercana con el
analisis del cambio tecnolégico en términos de la sustitucién trabajo-ca-
pital en Morishima (1973) y Roemer (1977), que a su vez tiene relacion
con las conjeturas de la “tasa decreciente de ganancias” y el “ejército de
reserva” de la economia marxista. Vale la pena elucidar estos temas,
independientemente del colapso del “socialismo real” en las estructuras
burocratizadas de Europa Oriental. El propésito de este articulo es
presentar algunas ampliaciones y generalizaciones relevantes: en primer
lugar, caracterizar el efecto de un cambio tecnolégico sobre los precios-
salario (y por tanto sobre el poder adquisitivo del salario) en una econo-
mia con tecnologia lineal de produccién no conjunta, trabajo heterogéneo
y perfecta movilidad intersectorial del capital (financiero, ie., de la
inversién). En segundo, ampliar y profundizar la clasificacién tradicional
de los cambios tecnolégicos en “ahorradores” o “usadores” de trabajo
o de capital, proponiendo criterios que conducen a una tipologia comple-
ta de cambios tecnolégicos multidimensionales (vectoriales, incluyendo
a los que consisten en sustituir unos insumos por otros) donde la literatura
ofrece solamente tipologias parciales.

Morishima y Roemer proponen tipologias de cambios tecnoldgicos
seglin su impacto sobre el empleo y sus caracteristicas de ahorro de
trabajo y/o de capital. En este articulo se unifican y se generalizan
los conceptos de Morishima y Roemer, dando lugar a los conceptos de
cambios tecnoldgicos ahorradores y usadores débiles de capital, que com-
prenden como casos particulares a los tipos de Roemer, a los que llama-
remos estrictos.?

' Salvo en dos ocasiones en las que el término significa capital financiero, y que se
hacen explicitas en el texto, “capital” se entenderd como conjunto de bienes de produc-
cién, o sea insumos.

’La tipologia de Roemer deja fuera los cambios que sustituyen unos insumos por
otros.
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Un cambio tecnoldgico es productivo en el sentido de Okishio® si
produce crecimiento en el valor de equilibrio (Von Neumann) de la tasa
de rentabilidad del capital. El efecto de un cambio tecnoldgico producti-
vo sobre los precios-salario es aditivo: se trata de la suma de los efectos
de los cambios que ocurren en cada una de las técnicas usadas por la
economia. Bajo el supuesto de produccién no conjunta, cada técnica
estd asociada univocamente a la produccién de un bien (o agregado
supuestamente homogéneo de bienes) y se puede concluir que sélo
cambios “muy productivos”, i.e., cuya reduccion de costo sea muy con-
siderable, en una técnica dada, redundan en la reduccién de los precios-
salario de bienes producidos por otras técnicas. Los cambios producti-
vos en una técnica tienen el efecto contrario sobre los precios de los
demds bienes cuando no son suficientemente grandes. Detrds de esto
hay una intuicidén que, a grandes rasgos, dirfa méas o menos lo siguiente:
un productor que logra un cambio tecnoldgico productivo goza momen-
tdneamente de una ventaja monopdlica, que se disuelve al igualarse la
tasa de ganancias en un nuevo equilibrio. Como la nueva tasa de equili-
brio es superior a la que los productores obtenian antes del cambio,
aquellos que no logran incrementos de productividad solamente pueden
ofrecerla aumentando precios.* Esta intuicién encuentra cierto apoyo en
los resultados que se obtienen en la seccién 4, desde luego bajo el
supuesto de perfecta movilidad intersectorial del capital financiero.

En el caso de cambios productivos, los cambios usadores débiles de
capital son forzosamente ahorradores netos de trabajo via multiplicado-
res (trabajo incorporado). Los cambios improductivos, a los que se refiere
la economia marxista, pueden ser, entre otras cosas, usadores de capital
y de trabajo a la vez, de modo que su impacto sobre el empleo puede
ser, eventualmente, independiente de su intensidad de capital. Aparen-
temente, esto resuelve la conexidn entre las hipétesis marxistas de la
tasa decreciente de ganancias y el crecimiento del “ejército de reserva”,
en el sentido de que son independientes.

Después de la necesaria lista de definiciones y convenciones
de notacidn en la seccidn 2, la 3 se ocupa de la conjetura de la tasa

* Véase Okishio (1961).
4 Recuérdese que el numerario estd dado, esto es, se trata de precios-salario.
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decreciente de ganancias y de la condicion (suficiente)® de Okishio
(1961) para que la tasa de ganancias de equilibrio en el modelo Marx-
Morishima sea creciente. La seccién 4 se ocupa del efecto de un cambio
tecnolégico productivo en el sentido de Okishio, sobre los precios de
equilibrio Von Neumann, medidos en términos de salario nominal, ie.,
vistos como trabajo comandado. La 5 plantea el modelo general de
andlisis del efecto del cambio tecnolégico sobre el empleo, via cambios
en el trabajo incorporado, y generaliza, para terminar, las clasificaciones
del cambio tecnoldgico de Morishima (1973) y Roemer (1977), y rela-
ciona la nueva tipologia con la direccién de cambio de la tasa de
ganancias de equilibrio y los cambios en el empleo.

2. Notacion y definiciones

Se supone un modelo lineal de produccién no conjunta, con n bienes, n
actividades y K tipos distintos de trabajo. Los bienes y las actividades
corresponden en forma biunivoca. Usaremos la siguiente notacion:

es el uso de insumo i por unidad de nivel de la actividad j; el nivel
unitario de la actividad j es el que produce una unidad de bien .

es la tasa de salario real (o nivel de consumo) para el trabajo de tipo
k. El vector de tasas de salario real se denotard por @ y su
diagonalizacién (la matriz (0)k6kh) por €.

es la cantidad de bien i/ que consume un trabajador de tipo k por
jornada a nivel de salario real ®, = 1. El vector de consumo de un
trabajador de tipo k se denotard por c* y C es la matriz de elemen-

tos Cye

Se supone que, cuando el salario real es ®,, un trabajador de tipo k
consume ®,c,, unidades de bien i por jornada.

l,; eseluso de trabajo de tipo k por la actividad j, medido en jornadas
j . . S
por unidad de nivel de la actividad.

* Okishio y Roemer demostraron teoremas globales de suficiencia; el que se presen-
ta aqui es un teorema local de suficiencia y necesidad. Hasta donde el autor estd informa-
do, no existe una condicién global necesaria para la productividad del cambio
tecnoldgico.



R

TIPOLOGIA DE LOS CAMBIOS TECNOLOGICOS 241

es el precio unitario de equilibrio del bien i.

es el nivel de equilibrio de la actividad j. Dados el supuesto de no
produccién conjunta y la correspondencia biunivoca entre bienes y
actividades, x. es la produccidn bruta de equilibrio del bien j.

es la tasa de ganancias de equilibrio (Ginica uniforme, ie., Gnica igual
para todas las actividades).

= kp'c" es el salario nominal (evaluado a precios de equilibrio) de
los trabajadores de tipo k.

es la matriz de elementos lk’.; su columna j se denotara por I/ y su
renglén k, escrito como columna, por I,

= (I - A")" Y¥ es el trabajo incorporado de tipo k por unidad de cada
bien. (En el caso en que K=1, (I - A’)” 1/ es el “valor trabajo” de
Marx, si la seleccidn de técnicas que define a A minimiza el uso de
trabajo al nivel de toda la economfa).’

=A+CQL es la matriz de coeficientes técnicos completos, in-
cluyendo el consumo de bienes salario (reproduccion de la fuerza de
trabajo).

es la raiz de Frobenius de Q.

= (1 = A) /A se deriva de la definicién de la tasa uniforme de ganan-

cias porp=(1 +nNQ’p.

3. Cambios tecnolégicos productivos

Considérese el caso de un solo tipo de trabajo, k= 1. Sean: c el tnico
vector de consumo de los trabajadores, v el dnico vector de trabajo
incorporado y [ el tnico vector de uso directo de trabajo por las n
actividades. Sean también:

8, =),/ (wv'c)l;, 1a composicién de valor (composicién orgénica

del capital en Marx) para el bien i;

si O es el vector de elementos 6!., 0 =x’6, la composicién media de valor
del capital.

e

= (1 -wv'c) /'c 1a tasa de plusvalia o tasa de explotacion.

%L os vectores son columnas y la prima o el acento denotan transposicién.
7 Véase Morishima y Catephores (1978).
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De la expresion
e

r=—-—
- 1+96
algunos textos marxistas sostienen la linea original de Marx, en el
sentido de afirmar que es inevitable el descenso de r, ante cambios
tecnolGgicos capital-iitensivos, i.e., que aumentan 8, a los que los capi-
talistas se ven obligados a acudir por la competencia. Tal creencia se
puede explicar basdndose en el concepto de precios de produccion que
maneja Marx: sea r, la tasa de ganancias de Marx, esto es, la dada al
principio de este pdrrafo. El (primer) sistema de precios de produccién
se define como:

p,=(1+r)Qv.

Se puede ver sin dificultad que pl.1 — v, tiene el signo de 6, — 8, de modo
que un capitalista, para ganar mds, tendrfa que aumentar la composicién
de valor de su proceso de produccién.® La afirmacién de una tasa de
ganancias decreciente implicaria o bien que e permanece constante, o
bien que crece mis despacio que 8.° Nos ocupamos de este tema en
seguida. Los puntos sobre las variables indican derivacion respecto a
tiempo. Desde luego, la r a la que nos referiremos serd la de equilibrio:
una media depende de la composicién de la produccién, y los cambios
en r que responden a cambios de composicion de la produccién no tienen
ninguna relacién con el cambio tecnolégico, que es nuestro objeto de
andlisis, De Ap = Q'p se obtienen de inmediato:

Ap+Ap=0p+Qp (D

donde, obviamente, Q = (i]l“) es el cambio de técnica. Agregando en (1)
con un vector de produccién x tal que p’x >0 y despejando A

* Obviamente, si todos los capitalistas se basaran en esta consideracién terminarfan
autodestruyéndose, puesto que 6 crecerfa sin cota. Sé6lo la falta de perspicacia explica el
intento de fundamentar una conjetura de “tasa decreciente de ganancias” en la igualdad
de si gnos mencionada.

? Esto no lo deja de notar Marx; véase El Capital, tomo III, cap. XIV.
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. POx-p(M-Q)x
S @)
En una vecindad de la produccién x = (1 + r)Qx, la de equ111br10 Von
Neumann, el signo de A es el de p’Ox, y como sgn A =— sgn r, r crece
si, y solamente si, el costo total de produccién (a los precios vigentes
antes del cambio) decrece en virtud de éste.
Consideramos cambios en la técnica de una sola actividad, o sea:

0.4 ...0

0.4, 0

Q/la columnajde Q = A + CQL. Desde luego, 0 = A + CQL, puesto que
CQ es el consumo de los trabajadores que por hipdtesis no cambia:
0) =0 paratodok,c, « = O paratodo iy todo k. 10 Identificaremos entonces
el camblo de técnica con la pareja (A, L). Obviamente Q = A’ + CQL/.

En lo que sigue identificamos el cambio en una sola técnica con la
pareja (A’ , L’).

Definimos ® como un salario de referencia que servird como nu-
merario para los precios y los salarios; el salario medio o el salario mi-
nimo podrian ser elecciones mas 0 menos convencionales. Asi, digamos
que. los salarios nominales se expresardn como miiltiplos del salario
minimo: f, = W, /. Sean l =y Bklk,l el vector de elementos l] y
p=p/m el vector de premos/salarlo (precms en términos del salario
minimo o del numerario que se haya escogido). Entonces

p'Qlx=(A'p+p'CQLx, = W' p+1)x,

Como x, > 0 (es ocioso analizar el cambio tecnolégico para un bien
que no se produce, o en una actividad que no se usa),

' B salario real cambiard una vez que se definan nuevos precios de equilibrio, con

o sin cambios en el salario nominal,

e
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sgnh=sgn (A" p+ l;),
y la condicién para que r > 0 se puede enunciar como:

TEOREMA. En una vecindad de la produccion de equilibrio, v>0 si, y
solamente si A'p + l; <0.

La condicién anterior se conoce como condicion generalizada de
Okishio."! El término 0}.=A~”p + Z;‘ se llamard término de Okishio (ge-
neralizado, adjetivo que se omitird en lo que sigue), asociado al
cambio tecnoldégico (A, I)). Se dird que el cambio A/, [/} es productivo
si 0/. < 0.

4. Cambio tecnolégico y sistema de precios:
poder adquisitivo del salario

Nos interesa ahora el efecto del cambio tecnolégico sobre los pre-
cios vistos como (reciprocos del) poder adquisitivo del salario, o sea,
precios medidos en unidades salario. Directamente, el cambio tecnolégi-
co no afecta al salario real: lo afecta una vez que se fijan los nuevos
precios de equilibrio. En lo que sigue se omite la barra de p, entendién-
dose siempre precios-salario (la unidad que se haya escogido como
numerario).

Notese en primer lugar que, si A =A(f) es una matriz de funciones
de ¢, derivables, dI /dt = 0 implica que

ATl dA

e

de modo que
dM - AY!
dt
y entonces p = (M —/A")” 'I* implica que:

=(M=A) YA -AD) (M -AY!

'l véase Okishio (1961) para el caso de trabajo homogéneo (K = 1).

o
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p=M-AY '+ [%A—’LIJ/*

=M -A) I+ @A - M)p]
=M =AY '@p+1I"~hp) (3)
En el caso de cambio de una sola técnica, la técnica j:
p=M-AY (08~ hp)
=M -A)h (4)

donde h/ 0, - kp/ h——kp para k# J.
Sir>0,A<0y0,<0, lo que implica que, para un cambio produc-
tivo, i, > 0 si k # j. Para el signo de h/ (2) implica:

p'x

y, en una vecindad de la produccién de\equilibrio:

hj =

s8n ’ij =sgn (O(p'x—pp)) =sgn O,

De este modo , si (Al , IJ) es productivo, }i/. <0.
Sea o el elemento (i, s) de (A —A)™ L. Entonces:

p= Zhoc" Zhoc”+oc"h——kzpoc“+oc/‘0

i izj

(véanse las igualdades que siguen a (4)). El primer término de la dltima
expresion es positivo: (A < 0), el segundo es negativo: (0 <0, 0" > 0).
El cambio (productivo) tecnolégico (A7, l ) produce disminucién en el
precio del bien & si y solamente si:

O<k2p——~<0 (5)

La ecuacién (5) implica que, para camblos tecnolégicos suficientemente
“grandes”, es posible que los precios (medidos en términos de salario) de
los bienes cuya tecnologia no haya cambiado puedan disminuir. Quizd
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sea frecuente el caso en el que un cambio “pequeiio” haga descender los
precios solamente para los bienes cuyas tecnologias se hayan hecho mds
eficientes, aumentando los precios de los demds.

5. Cambio tecnolégico y empleo

En la seccién que sigue estudiamos el efecto del cambio tecnoldgico
sobre el empleo. Sea v, el trabajo incorporado de tipo & por unidad de la
actividad j. La matriz V=(v;) satisface V=VA+ L. Ciertamente,
V=V B=AVB+LB=AV+1I", de modo que el cambio tecnoldgico
(A, L) tiene efectos desagregados sobre el empleo:

V=LU-A)""+LUI-A) AU -A)"
=(VA+L)(-A)"' (6)
y efectos agregados:
V= =AY T+ (I-AYAI - AT
=AY '{Av+TD)
=(I-AY '\ Ap+I'-A(p-v") (7
Considérese el empleo agregado (ponderado, con pesos 8, para el
tipo de trabajo h) B’'Vf=v"f, donde f= (I —A)x es el producto neto
neocldsico; en equilibrio Von Neumann f= rQx + CQLx. El efecto del
cambio tecnoldgico estd dado por:
VEH V= (Av+ Y x+ v - A) (M - A) (A - ADx
= AV + 1Y x+v"T(A) (A — AD)x (8)

donde I'(A) es 14 “matriz de transformacién”'?

12 I"(A) expresa precios-salario (trabajo comandado) como funcidn lineal del valor-
trabajo (trabajo incorporado) en el caso de trabajo homogéneo, o los precios de equilibrio
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W) = -A) (M-A)"!
=+ =N M -A)"H

Segin la ecuacién (8), el efecto del cambio tecnoldgico (A,)*)
consta de dos términos: el primero, (Av* + I*)'x es el efecto del cambio
en los multiplicadores, esto es, en el trabajo incorporado por unidad de
cada bien. El segundo V'T(A) (A = ADx, es el efecto del cambio en el
monto y la composicién del producto neto, como resultado del cambio
tecnoldgico.

A nivel agregado se logran algunos resultados concretos. Reexpre-
sando la ecunacién (7) para el efecto del cambio tecnolégico (A/, [/)
sobre los multiplicadores v*:

=(I=A) (0= A (p~v)¥
=(I-AY 80~ A (p-v) )
(I - A’y '8/ es el renglén j de (I — A)™ . De este modo:
vy =00, ~ A"(p —v")

y sgn v = sgn v =sgn(0; - A’(p = v*)) para todo k y todo A.
Notese que u, =v, /o&"‘ O — A”(p —v*) no depende de &, por lo
que lo denotamos por u y escribimos: :

0,= A'(p = v + u, (10)
Sir>0, p —v* es un vector estrictamente positivo, puesto que
p p p q

=(-A)= Zﬁk(l ANk = ZBk :
i=1 ..
donde cagia v es estnctameppe menor que p. De esta manera, sir>0, A =20
implica A”(p — v*) >0, y A” < 0 implica A”(p ~ v*) < 0. Las proposicio-
nes reciprocas son falsas. Ademads, A”(p —v*) =0 no implica A’ = 0.

en términos del salario minimo como funcidn lineal del trabajo incorporado agregado
vV=(-A) 1P en el caso general.
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La terminologia comiin en la literatura se debe a Morishima (1973)
y Roemer (1977), que definen los siguientes nombres:

neutro (Morishima) si u. = 0.

progresivo (Roemer) siu, < 0.

regresivo (Roemer) si U >0. -

usador (ahorrador) de capital (Roemer) si A’ 2 0 (£0).
usador (ahorrador) de mano de obra (Roemer) si l]* >0(<0).

Existen cambios no clasificables en este esquema. Concretamente,
si A/ tiene tanto elementos positivos como negativos, no es usador ni
ahorrador de capital en el sentido de Roemer, A”(p — v*) es una medida
itil, en los sentidos siguientes:

i) para cambios neutros en el sentido de Morishima, 0 =A'(p-v"),
de modo que sgn r =— sgn AP(p—v").
i) AV 2 (S) 0 implica A" (p — v*) 2 (<) 0.

Una clasificacién completa de los cambios tecnolégicos con tra-
bajo agregado [, segtin los signos de 0,4, A'(p—v"), l;.“ yu;esla
siguiente: ‘ ‘ '

>0 =0 <0
Improductivo Neutro productivo
o) ) ™) ®
) usador débil de ahorrador débil
A'(p—v) capital capital-neutro de capital
(upC) (cN) (ADC)
usador estricto de ahorrador estricto
capital capital-nulo de capital
Al (UEC) (cN) (AEC)
usador directo de
. trabajo I*-nulo ahorrador directo
L (upT) (LN) de trabajo (ADT)
usador neto de ahorrador neto de
trabajo Morishima-neutro trabajo

U (UNT) {MN) (ANT)
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En la tabla se distinguen cambios usadores (ahorradores) estrictos
de capital, que son lo que Roemer llama usadores (ahorradores) de
capital, de los cambios usadores (ahorradores) débiles de capital, que
son cambios tecnolégicos con A”(p — v*) > 0 (< 0) respectivamente. To-
do cambio tecnolégico es usador o ahorrador débil de capital, a menos
que A”(p —v*) =0, en cuyo caso lo llamaremos capital-neutro. Si A/ =0,
esto es, el cambio consiste solamente en cambiar l:’ diremos que
(0, I}) es capital-nulo. ’

‘De la tabla se obtienen algunas conclusiones bastante inmedia-
tas, como lo ilustran las siguientes, que valen para cambios Morishi-
ma-neutros:

Ahorrador débil de capital equivale a productivo.'

Usador débil de capital equivale a improductivo.
Ahorrador directo de trabajo equivale a usador estricto de capital.
Usador directo de trabajo equivale a ahorrador estricto de capital.

El lector podra obtener otras sin dificultad.

Obviamente, un cambio usador o ahorrador neto de trabajo no
puede ser Morishima-neutro. Los cambios Morishima-neutros implican
uso o ahorro de trabajo directo solamente; su efecto sobre el empleo es
local. Importa, para las dos formulaciones de Marx, considerar cambios
ahorradores netos de trabajo, esto es, con u, < 0. Para cambios producti-
vOs Oj <0, de modo que A”(p — v*) y u. no pueden ser los dos positivos:
si el cambio es usador (débil) de capital, debe ser ahorrador neto de
trabajo. Marx se ocupa de los cambios improductivos. En tal caso se
tiene que A”(p — v*) + u;> 0, y es posible tener cambios usadores tanto
de capital como de trabajo. El decrecimiento de la tasa de ganancias por
cambios usadores de capital es compatible con el decrecimiento neto en
el empleo sélo para cambios suficientemente grandes, de modo que
A'(p—v*) > lu |, con u; < 0.
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