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Resumen: En la literatura de teoria de juegos se encuentra la
axiomatizacién de diversos valores para juegos en forma
de funci6n caracteristica, cada uno en un contexto par-
ticular. En este trabajo se presenta la axiomatizacién de
diversos valores lineales bajo un mismo esquema. Se
parte del hecho de que si el valor esté establecido en una
base, su linealidad lo determina en todo el espacio, para
generar diferentes conceptos de solucién al aplicar
diferentes supuestos a los juegos que forman la base.

Abstract: In the literature of game theory there are several
axiomatization of values for games in a characteristic
form, each in a particular context. In this work, we
present the axiomatization of several values under the
same framework. We used the fact that if a lineal
operator is defined in a base, it can be extended in a
unique form to the whole space, in order to generate
several solution’s concepts. It is just varying the set
of axioms that determine the solution in the base.

1. Introduccioén

En 1953, Shapley (1953) determina en forma tinica el valor que lleva su
nombre a partir de tres axiomas: simetria, aditividad, y uno que engloba
eficiencia y nulidad. Dubey, Neyman y Weber (1981), caracterizan a los
semivalores que satisfacen linealidad, simetria, monotonia y proyeccién.
El indice de Banzhaf lo axiomatiza Lehrer (1988) a partir de los axiomas
de nulidad, reduccién, igual tratamiento (se desprende de simetria) y otro
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axioma que toma el papel de linealidad cuando la discusion se centra en
juegos simples. Kalai y Samet (1987) hacen lo propio con los valores de
Shapley ponderados a partir de cinco axiomas: eficiencia, aditividad,
positividad, nulidad y sociedad.

En este trabajo se propone un enfoque comiin para axiomatizar
valores lineales, el cual se utiliza para generar los resultados menciona-
dos en el péarrafo anterior. Se considera un espacio de juegos que forma
un espacio vectorial, se utilizan axiomas complementarios para determi-
nar el valor en una base del espacio vectorial, y se aprovecha el hecho
de que la linealidad determina el valor en todo el espacio. La importan-
cia de tener bases comunes radica en poder comparar los supuestos
que determinan los valores al elegir alguno de ellos en aplicaciones
particulares.

En la seccién 2 se presentan los conceptos bésicos, definiciones, y
se enlistan los axiomas que se mencionan a lo largo del trabajo. En la
parte 3 se caracterizan los valores lineales a partir de los valores en una
base del espacio de juegos, el resultado se utiliza en las secciones 5y 6
para determinar diversos valores y semivalores cambiando los axiomas
que determinan los valores en la base. En la seccién 7 se ilustra el uso
de estos conceptos de solucién con un par de aplicaciones.

2. Conceptos basicos

SiN=1{1,...,n} esun conjunto finito de jugadores y se denota por 2V
a la familia de subconjuntos de N, entonces un juego v en forma de
funcién caracteristica se define como una funcién:

v:2VN 5 R

talque v(@)=0.AcadaSe 2N diferente del vacio, se le llama coalicién.

La interpretacién intuitiva de cada uno de los conceptos anteriores
es la siguiente:

Una coalicién S € 2V es un subconjunto de jugadores que poten-
cialmente pueden jugar unidos, caso en el que consiguen una ganancia
conjunta de v(S). Una coalicién se considera formada no sélo cuando
los jugadores que la constituyen han decidido jugar unidos, sino que
también han acordado la forma de repartir la ganancia conjunta v(S).

bide oy
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El juego v especifica la ganancia que puede obtener cada una de las
coaliciones.

Una partida se lleva a cabo de la siguiente forma: al conocer cada
uno de los jugadores la funcién v, negocian libremente para formar
coaliciones hasta obtener una particiéon P = {Sl’ e Sr} de N, donde ya
se han formado cada una de las S.. La partida termina con el pago de las
ganancias, seglin lo acordado con anterioridad.

Como resultado de cada partida se obtiene un vector x € R”, donde
x; es la ganancia que obtuvo el jugador i en la negociacién. Por esta
razén, a cualquier vector x € R" se le llama vector de pago. El problema
principal en este tipo de juegos es encontrar un vector de pago o un
conjunto de ellos que sean “justos” para un juego dado.

En 1953 Shapley enfoca el problema de la siguiente manera: forma
el conjunto G de todos los juegos superaditivos' con n jugadores y
define un operador

y:G->R

con lo que obtiene que, cualquiera que éste sea, en menor 0 mayor
medida resuelve todos los juegos en G, y el problema de resolver todos
los juegos en G lo cambia a seleccionar una “buena” y. Para ello, a este
operador le adjudica tres propiedades “deseables”, las cuales considera
como axiomas, y demuestra que existe un dnico operador que las satis-
face. A raiz del trabajo de Shapley, se plantea el problema de encontrar
otras soluciones a partir de una fundamentacién axiomadtica. A una  asi
determinada se le conoce como valor, y un semivalor cuando el conjunto
de axiomas no la determinan completamente. Adicionalmente, por solu-
cién se entenderd un operador y: G — R". A continuacién se plantean
algunos de los axiomas que se han manejado con frecuencia en teoria de
juegos y que se utilizardn en este trabajo.

Es facil ver, que tanto el conjunto de juegos con espacio de jugado-
res N={1,...,n}, como el conjunto de juegos superaditivos sobre el
mismo espacio, forman un espacio vectorial sobre el campo de los
niimeros reales, si se define la suma y el producto como sigue:

1Un juego v se dice que es superaditivo si y s6lo si, v(S \J T) 2 v(S) + v(T) paratoda
SyTenNtalesque S\ T=0.
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a) (v+0)(8)=v(S) + 08(S) paratodov,0e G
b) (cv)(S)=cv(S) paratodove Gyce R.

donde G denota a cualquiera de estos conjuntos, convencién que se
mantendrd a lo largo del trabajo.

Axioma de linealidad: y(owv + B6) = ay(v) + By(8) para toda v,
beGyo,BpeR.

Ahora considere un juego v y suponga que los jugadores intercam-
bian papeles. Adicionalmente, suponga que cualquier grupo de jugado-
res logra la misma ganancia que la que conseguian en el juego original
los jugadores a los que sustituyen. El axioma de simetrfa pide que el
vector de pago asociado a este nuevo juego, sea la permutacién corres-
pondiente del vector de pago asociado al juego original; dicho breve-
mente, si los jugadores intercambian papeles, entonces deben
intercambiar pagos.

En lo sucesivo se denotard por: ©={010: N — N, 0 biyectiva}

y por
o) = {8(i) lie S}

Es decir, © contiene todos los 6rdenes totales que se pueden definir
sobre el conjunto N, o si se quiere, todas las permutaciones de los n
jugadores. Cada 0 se interpretard como un intercambio de papeles en
el juego, en particular el jugador i pasard a tomar el papel del ju-
gador 8(i). A continuacién se define formalmente el significado de las
frases: “formar un juego intercambiando papeles” e “intercambiar pa-
gos”.

Para cada pareja (0, v) € © X G se define un nuevo juego 8*v por:

(8 *v)(S) = v(8(S))

y para cada pareja (8, x) € © x R"” se define un nuevo vector en R”,
8 * x donde su i-ésima coordenada estd dada por: (0 * x),= Xoiy

Estas definiciones se pueden interpretar como sigue: para
(0, v) € © x G dado, se desea que 8 * v represente el juego, después de
que los jugadores hayan intercambiado papeles de acuerdo con 8, como
los jugadores en § suplantan a los que estdn en 6(S). Entonces lo que
debe poder conseguir S en 8 * v es lo que podia conseguir 8(S) en v,
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es decir, (8 * v)(S) = v(8(S)). Ahora, el pago que recibe el jugador i con
0 * x es el que recibia 6(i) con x.

Axioma de simetria: W(8 * v) =0 * y(v) paratodo (6, v) e © X G.

Es decir, la solucién y es simétrica si y s6lo si para cualquier
8,v)e Ox G, el monto que le asigna y a cada jugador { en
8+ v(y (8 *Vv)) es el mismo que el que ¥ le asigna al jugador que
suplanta en V(\Ve(i)(v))‘

Para el siguiente axioma, si W(v) =(y,(v), ..., ¥ (V)) es el vector
que le asocia W a v, entonces se denota por:

WV(S) = WV
ieS
esto es, Yv(S) es el monto que la coalicion S obtiene con la solucidén .
Axioma de eficiencia: Yyv(N) =v(N) paratodov € G.
En otras palabras, el monto yv(N) que se reparte entre todos los
jugadores bajo y, es exactamente el monto v(N) que puede conseguir la
gran coalicién.

DEFINICION 1. Se dird que i es un jugador nulo en v si y sélo si
v(S\U {i})=V(S) para toda S c N.

Axioma de nulidad: Si i es un jugador nulo en v, entonces
y(v)=0.

Alguien que sélo juegue el papel de observador del juego, debe ser
excluido de la reparticion.

Para cada coalicién T < N se deriva un juego v, amalgamando los
jugadores de T en uno solo; a este jugador se le llamara 7’ El espacio
de jugadores para v,.es N\ T\ {T’}, y se define por:

V(8)=V(S)
VS ULT'H=vESUT)

donde Sc N\T.

Axioma de reduccion: @ (V) + (p,.(v) < ¢,.(v;) para cualquier coali-
cién T= {i,j} de dos jugadores.

El axioma de reduccién dice que para cualquier coalicién de dos
jugadores T = {4, j} la suma de los valores de iy jen el juego original
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es menor o igual al valor de 7”7 en el nuevo juego. De acuerdo con este
axioma la unificacidn de dos jugadores es productiva.

3. Linealidad

Si{w, 1@ # T c N} es una base arbitraria para G, entonces para cada v
existen reales 0y, @ # T C N, tales que

v= 25‘7"0)1 =AQ"
donde ag,.=®,(S) y por lo tantoT:
=A"lv.
Como W es una solucidn lineal, se debe tener:
y(v) =y 8w, = aszT:w(m,,) =By =BA"lv
T

donde b, = \Vi((‘?T)' ) ) .
La base mds cominmente usada en teoria de juegos, y que se
supondrd en lo sucesivo, es la formada por los juegos

_J1 siTcS
u(8) = {O de otra forma

para@=TCN.
Esto lleva a:

g = | siTcS
ST~ 10 de otra forma

b= {ur)

Nétese que A~ ! no depende del juego, y que cada columna de B es
el valor del juego base correspondiente. Asi, los valores en la base estdn
determinados, la linealidad establece el valor en todo el espacio. Apro-
vechando esta propiedad, cuando se requieran otros axiomas, bastaria
exigir que se satisfagan en juegos de la forma .. A continuacién se
encuentra la matriz A~ ' y posteriormente se analiza la matriz B.
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1 siT=S

1yt =
LEMA 1. (Rsrécs}( 1) {O de otra forma

DEMOSTRACION. La demostracion es directa si 7 no est4 contenido en
S osiS=T. Supéngase T c S, entonces
a) Si T\ {i} =S, Rtomalos valores Ty T\ {i} de donde

(__ l)t+t+(_ l)t+t+l=0

b) Sup6ngase que para cualesquiera Sy T tales T\ {ip...,5}=S
se tiene que

Z - l)r+t=0

IR TcRcS)

c)Sean Sy T tales que T\ {i,, = S, entonces

LY

(__ 1)r+t= 2 (__ 1)r+t + 2 (__ l)r+t

|RITCRCS) [RITcRes, i, e R} [RTcResi, ¢R)
= Yoo =ty Y (=1yti=0
(R, JoRes] [RT<RES\f, ]

PROPOSICION 1. Si aETl denota una entrada de la matriz A=}, entonces
a- 1 s+t
=D ag
DEMOSTRACION. Si D = AA™ !, entonces

dgp = ZaSR o 2(‘1)r+t Agp Apr = Y =yt

{RITcRCS)
y por el lema anterlor D= I.

Hasta aqui, con sélo pedir linealidad, se tiene que y(v) = BA™'v,
donde ya se ha caracterizado completamente A~ . En lo sucesivo,
se trabajardn diferentes conjuntos de axiomas para hacer lo propio
con B.

@ u
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4. Linealidad, simetria y nulidad

El siguiente lema asegura que el pago al jugador i € R, en uy, con una
solucién que satisface los axiomas de simetria y nulidad, depende tnica-
mente de la cardinalidad de R.

LEMA 2. Si Yy es una solucion simétrica que satisface el axioma de
nulidad, entonces

a) y(uy) = \;l].(uT) paratodoi€ Ryje T, si|IRI =T

b)Y u)=0,sii¢ R

DEMOSTRACION. Supéngase W una solucién con las caracteristicas del

lema. Para i,j€ R y 0 definida por: 6(i)=4,0(j)=i y 0(k) =k para
k#i, jse tiene que 8 * up = u, y por simetria

W(ig) = WO * up) =0 % Y(uy)

es decir
V(ug) = W) (ug) = Wlug)

Ademds, si i ¢ R, i es un jugador nulo en u, y por el axioma de
nulidad (up) = 0. Con esto, y (u,) debe ser de la forma:

qp SIi€ER
Y (u, =
0 de otra forma

Ahora si Sy T son tales que s =ty 0 es tal que 6(S) =T, entonces

8*u, = ugy W(ug) = YO *u)=0*y(u,) estoes,siieSy 03) =/,
entonces je€ T y

qs=Wlu) =V u)=q,.

El pago comin que recibe cada jugador de S, en u,, cuando IS =r
se denotard por ¢q,.

TEOREMA 1. La solucién  satisface los axiomas de linealidad, simetria
y nulidad si y solo si



VALORES LINEALES EN TEORIA DE JUEGOS 259

v = 2 p,, (MSULD - V()

SN\
donde
2 ( 1)f+\q Z( 1)[4-?[” ;]qr
TWSCﬂ t=s
paras=1,...,n

Antes de entrar en la demostracién, nétese que la Gltima ecuacién
puede escribirse matricialmente como: p = Mq donde

n-—s
— 1)yt si t2s
m.\'t ( ) t—3s

0 de otra forma
s 2
y ademas”
1 - S1L t2s
ln.\‘t !
0 de otra forma

Asi, al ser M no singular, dado ¢ queda determinado p y viceversa.

DEMOSTRACION. Supdngase \ con las caracteristicas del teorema, enton-
ces por el lema anterior ¥ determina ¢, la cual a su vez determina p.
Ahora, sea C=BA~ ‘, entonces

Zblra = (1Y b, =

[Tisc 1
Ahorabien,siie S
Yy =1, =p,
frscH

ysiig S

—m
2 Se desprende del hecho de que: 2 (- 1) (” - J@:o. Ver Riordan (1978),
pdg. 15. k=0 m

S
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cs= X (D7,
freulibed

haciendo el cambio de variable R = S {i} se obtiene:
== 2 DT Eop,
{TIRcT
Como (v) = BA™ !v se tiene que:

yv)= )Y ¢ V(S) = )Y ;v () + > ¢;sV(S)
s

ieT Sc N\
=2 pvD~ X p,, VO
ieT sc N\
y haciendo S = T'\ {{}en el primer término:

=Y p, VSUID=-Y p,., vS= Y, p,. VS UIH-v(S)

=AY SchN\ s

Es facil ver que la y dada en el teorema es lineal, simétrica y
satisface el axioma de nulidad.

(s = Dl(n~s)!

LEMA 3. Siq,= |/t entonces p = ol -

DEMOSTRACION. Por induccién matematica n — s. Para s = n, la demostra-
cién es directa. Supdéngase que la asercién es vélida para S con

s=k+1,...,n EntoncessilSI=kyle S,
1\t 1\ +S RN AL
y e v cu—, v U7
t t
{riscTt [riscrien [riscrieT

_ Z (_1)t+.\‘+ 2 (_ 1)t+s

[r1scTe N} ! nesulhed '

_G- Din=s-1! sln—s—1) = (s=D!n—2s)!

(n—1)! n! n!
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s t—-1 —
LEMA 4. Sig,=1/2'""" entonces p = =T
DEMOSTRACION. Nuevamente por induccion sobre n — s, si s =n, enton-
ces independientemente del valor de #, el iinico término en lasuma es
con T=Ny la ecuacién satisface. Si S es tal que s=n—-kyleg S
entonces

1Mty _ 1Mty S YA
v Nt 3 (Y AN D (R
i 1 2= 1 t—1

<7l (T1s< T M) risuller
1 11
- on=2 - on=1 - -1
PROPOSICION 2. Si ¥ es una solucidn lineal entonces con la sucesion {q S
dada en el lema 2, se tiene que:

a) Si g,= 1/t entonces Y es el valor de Shapley.

b) Si q,=1/ 2!~ 1 entonces  es el valor de Banzhaf,

Nétese que el axioma de eficiencia, el tnico que se utiliza en la
demostracién del valor de Shapley, y que no se menciona en la proposi-
cion anterior, determinag = 1/s.

5. Linealidad, simetria, nulidad y reduccién

El valor de Banzhaf para el jugador i correspondiente al juego v con n
jugadores es el siguiente:

O(v)=1/2"" "2 [v(S ULi}) - ()]

ScN

En un juego simple, el valor de Banzhaf del jugador i, es el niimero
de coaliciones perdedoras que se vuelven ganadoras cuando se les in-
corpora el jugador £, dividido entre el mimero de coaliciones que no lo
contienen (incluyendo al vacio), con el fin de que el valor quede entre O
y 1. La expresién anterior es una forma de generalizar esta idea.

LEMA 5. Si @ es el valor de Banzhaf, entonces @ (v) + (p].(v) =@,.(v,) para
toda coalicion T = {i, j}. '

B
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DEMOSTRACION.

2"~ Q) + V) = 2 VS L)) - v(S)]

ScN

+ 3 V(S U ) = v(S)]

ScN

= Y VS U D =S + VS U (i) - v U D]

Sciji

+ Y VS U GD =S + VS U (i) - V(S U {iD]

S N\[i,j) ~

=2 ), VU (i) -v(®]=22""2¢,.(v,)

Sl

TEOREMA 2. Existe una tinica solucion ¥ que satisface los axiomas de
nulidad, simetria, linealidad, reducciony q, = 1: el valor de Banzhaf.

DEMOSTRACION. La existencia nuevamente se demuestra exhibiendo que
el valor de Banzhaf satisface los axiomas mencionados. Supdngase un
operador y que satisface los cuatro axiomas mencionados en el teorema.
Por el teorema 4.3 se tiene que:

yv)= X P, (vSU D) - V()

ScN\}j

WAL WAND

ieS ieS

vrlvp= X ATV = X v

IScNIT e § ISIT e 8

= X AIIVE- X PV

scnifijcs (15 <M,
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ast, W,(v) + ¥,(v) S y.(vp), si y s6lo s,

2 ANE) = X pl, V) + X pVES) = Y, P, V()

ieS§ igS JeS jes

< D TN - Y P
Isifijles) {515 < Mmli, )
siy s6lo si ’

>, @t -phves) - Y, @, -pTHv(S)
st jlc st is18cMmi, ji

X ALV Y G-p, ) VE)<0

{Stie S, je S| [Sties,je s

Nétese que en esta desigualdad se tiene uno y s6lo un término por
cada coalicién. Asi, debe suceder que:

2p;'=p:f:]1 s=2,...,n, n22
2p",‘+‘=p’\“;]1 s=0,...,n—-2; n22
p:"=p:,‘+] s=1,...,n—1; n22

de donde se desprende facilmente que

a1 1
px.-zn—lql_zn—l :

6. Linealidad, nulidad y sociedad

Otro concepto de solucién que es lineal es el valor de Shapley ponderado.
El valor de Shapley del juego v({1})=v({2})=0y v({I, 2})=1 es
y(v) =(1/2,1/2); sin embargo, posiblemente alguno de los jugadores
necesite realizar un mayor esfuerzo en la coalicién {1, 2}. A partir de esta
consideracién se sugiere repartir de acuerdo con ponderaciones preesta-
blecidas. Esta idea da lugar al valor de Shapley ponderado, un valor que
no necesariamente satisface el axioma de simetrfa.

Y
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DEFINICION 2. Se dird que S es una coalicion natural de socios en el juego
v, siparacadaTcS (T#S)yRcN\S, v(R\ U T)=Vv(R).

Una coalicién natural de socios se comporta como un solo indivi-
duo, ya que ninguna subcoalicién propia tiene poder.

Axioma de sociedad: Si S es una coalicién natural de socios en v,
entonces Y(V) = Y (Yv(S)uy) para todoie S.

La interpretacion de este axioma es la siguiente: se espera que cada
coalicién natural de socios juegue como un solo individuo en v y
negocie lo obtenido entre sus elementos en forma independiente.

DEFINICION 3. El valor de Shapley ponderado con un sistema de ponde-
racion simple w € R*, w> 0, es un mapeo lineal y*:G — R” tal que:

w.
w —= siie S
V() =9 w(s)
0 de otra forma

LEMA 6. Si S es una coalicién natural de socios y 8=A"'v, enton-
cesd,=0siSeT y SMT#Q.

DEMOSTRACION. Supéngase que S ¢T y S (M T # &, entonces

8,= Y (- D'*V(R)
RcT
ahoraparaRc T,seaR =S Ry R =RM(T\S),
=Y > = DTFTVR UR)

RGT\S RcSAT

=Y R Y, (- |)‘+’.v=q

RcT\S R cSMT
por el lema 4.3.
TEOREMA 3. W es una solucion lineal que satisface los axiomas de

sociedad, nulidad y y(u,) >0 si y sdlo si existe w tal que V es el valor
de Shapley ponderado con sistema de ponderacion simple w.
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DEMOSTRACION. Sea W una solucidn que satisfaga los axiomas menciona-
dos en el teorema. Como N es una coalicién natural de socios en uy:

Wi(ny) = Wi\ (S)w (ug)

asi, basta considerar w, =\ (u,) y sustituir en la ecuacién anterior para
obtener para Y (ug) =w,/w(S).

Para demostrar el teorema en la otra direccién, primero supéngase
que el jugador i es un jugador nulo en v. Entonces,

W
vv) = 22“‘1"(7) Z > —(5 1)**(T)

snessCﬂ

=2 2 W(S)< D™D

{TrieT ({Stie S ScT

W
+ 2 2 (S) [)\+t (T)

[riie 7} {Slie s,an

=y Y =S TVTU L)) - V()] =0.

{TiieT {slie S,SCT] (S)

Ahora, como el valor de Shapley ponderado es lineal, el axioma de
sociedad se puede expresar como:

w(S) SBA lv=BA"l

donde S es una coalicién natural de socios que contiene al jugador i,

w, ,
b= —(11% si je Ty cero de otra forma, B' el i-ésimo renglén de la
matriz By X ¢ € R" con su j-ésima coordenada igual a 1 o 0 dependiendo de
sij e S o no. Denotando por 8 =A™ 'v, la igualdad es equivalente a:

% BS= WS) pig

Wi

Ahora bien,
w(S M D

X {Bd= z ZW( r= 2 w(T) 8,

jesS jeT T
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) pig WS 5 ¥ (5)
y w’BS Wiz T)Tezxmsr

aplicando el lema anterior, se tiene que las dos tltimas expresiones son
iguales.

7. Aplicaciones

Se desea llevar una sefial desde un origen a n poblaciones, se puede
pensar en una red telefénica, cablevision o una red de agua. La sefial que
llega a una poblacién no necesita provenir directamente del origen, sino
que se puede obtener de una poblacién ya conectada. El Gnico requisito
es que todos los nodos estén conectados por alguna ruta al origen.
Supéngase que se cuenta con una grifica, donde se tiene un nodo por
cada poblacién, otro por el origen, una arista entre cada par de nodos
que se puedan conectar directamente y para cada una de ellas el costo de
hacerlo.

El costo total de conectar a las n poblaciones, es el asociado al
minimo drbol que genera la gréfica. El problema que aqui se aborda es
cOmo repartir “equitativamente” ese costo total entre las n poblaciones.

Si N={A, B, ...} representa al conjunto de las poblaciones, se
propone definir el juego por: v(S) = costo minimo de llevar la sefal a las
poblaciones en S c N, y utilizar alguno de los valores de teoria de
juegos para repartir el costo entre las poblaciones. A manera de ejemplo,
considere la siguiente gréfica:

Fo
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Las siguientes matrices sintetizan, respectivamente, el costo de co-
nectar directamente cada par de nodos y la trayectoria ‘““mds corta” entre
cada par de ellos, que en este caso, es el minimo costo con el que se
pueden conectar.’

OABCDET
O[0 2 5 4 o oo oo
A2 0 2 0 7 oo
B|520 1 43 o
Cl4 o1 0 o 4 o
D|ow 7 4 0 015
E|ow w3 410 7
T |00 00 0000 5 7 0

OABCDET.
o0 2 4 4 8713
Al2 023 651l
B4 201 4309
Cl4 3105410
D|8 6 45015
E|7 534106
T |13 11 91056 0

Para calcular v(S), se modificé el método de Dijkstra de la siguiente
forma:
Se inicia con:

P={0}, T=N\{0O} y v(§)=0.
Iteracion:
b,,=min {bl:’.: ie PyjeT}
V() =V(S) + b,
M := {nodos en la trayectoria mds corta entre k y /}

P=PUM
T:=T\M

3 El método que se utilizé para calcularla fue el de Floyd-Warshall, ver Lawler (1976).
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Si T M\ S # @ se realiza otra iteracién, de otra forma se ha termina-
do donde bl.l. denota el valor de la trayectoria mds corta entre { y j. Para
este ejemplo se obtuvo el siguiente juego:

v({Ah= 2 v({A,B,C})= 5 v({A, B, C E})= 8
v({Bh)= 4 v({A, B, D})= 8 v({A, B, D,E})= 8
v({ChH= 4 v({A, C, D)= 9 v({A, C, D, E})= 9
v({D}))= 8 v({B,C,D})= 9 v({B,C,D,E})= 9
v({Eh)= 7 v({A, B, E})= 7 v({A, B, C, F})) =14
v({F})=13 v({A, C,E})= 8 v({A, B, D, F})=13
v({A, B})= 4 v({B,C,E})= 8 v({A, C, D, F}) =14
v({A, CHh= 5 v({A, D, E})= 8 v({B,C,D,F})=14
v({B, C})= 5 v({B,D, E}))= 8 v({A, B, E, F})=13
v({A,D})= 8 v({C,D,E})= 9 v({A,C, E, F))=14
v({B,D})= 8 v({A, B, F})=13 v({B,C, E, F})=14
v({C, D))= 9 v({A, C, F}) =14 Vv({A, D, E, F})=13
V({A, EYy= 17 v({B, C, F})=14 v({B, D, E, F})=13
V({BE})= 17 v({A, D' F}))=13 v({C, D, E, F})=14
v({C, E})= 8 v({B, D, F})=13 v({A,B, C,D,E})= 9
v({D, E})= 8 v({C D, F})=14 v({A, B, C, D, F})=14
v({A, F})=13 Vv({A, E, F})=13 v({A,B,C, E, F})=14
v({B, F})=13 v({B, E, F})=13 v({A, B, D, E, F})=13
v({C F})=14 v({C E, F})=14 v({A,C, D, E, F}) =14
v({D, F})=13 v({D, E, F})=13 v({B,C, D, E E})=14
Vv({E, F})=13 v({A, B, C, D))= 9 v({A,B,C, D, E, F})=14
Jugador Valor de Shapley Valor de Banzhaf

A 0.3667 0.0938

B 0.7667 0.2188

C 1.5667 1.1563

D 2.2667 1.4688

E 1.7667 0.9688

F 7.2667 6.4688

Los bajos valores para las poblaciones A y B se deben a que la
mayoria de las trayectorias pasan por ellos, lo que induce a las demds
poblaciones a asociarse con ellas. N6iese ademas, que a pesar de que al
nodo F se le asigna mas de la mitad del costo total, tiene una mejoria
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sustancial al no pagar las 13 unidades que le corresponden cuando
juega aislado.

En el siguiente ejemplo se considera una muestra con la que se ha
realizado una regresién muiltiple. Se realiza una particién de la muestra y
se define un fndice sobre ella, que mida qué tan bueno es el ajuste de la
regresion en cada uno de sus elementos.

Suponga que ademds de las variables que intervienen en la regre-
sién, cada observacion contiene otra variable Z que sélo puede tomar un
nimero finito de valores, digamos Z€ {z, ...,z }. El objetivo que se
persigue es detectar si el ajuste de la regresién depende de la variable Z.

Sea N= {le. .., N,} la particién de la muestra, donde N, es el
conjunto de observaciones tales que Z=z,. Se desea distribuir el coefi-
ciente de correlacion entre los elementos de la particién, para ello se de-
fine v(S), para cada S ¢ N, como el coeficiente de correlacién que se
obtiene al hacer la regresion con sélo las observaciones que estdn en S.

Asf, un y(v) chico con respecto a los demés indicaria un ajuste
peor para las observaciones donde Z=z. Si z;<z,<...,52, ¥y W(V)
decrece conforme i crece, el ajuste no seria tan bueno para valores
grandes de Z como lo es para valores chicos.

Con la muestra que se da a continuacién, se realiz6 una regresién
miiltiple, con el ozono como variable dependiente, y la velocidad del
viento y la radiacién solar como variables independientes. Para definir
la variable Z, en N, se incluyeron las seis observaciones con temperatu-
ras mds bajas, en N, las seis que le siguieron, y asf sucesivamente.

Ozono Temperatura  Velocidad del Radiacion
viento solar
1 41 67 74 190
2 36 72 8.0 118
3 12 74 12.6 149
4 18 62 11.5 313
5 23 65 8.6 299
6 19 59 13.8 99
7 8 61 20.1 19
8 16 69 9.7 256
9 11 66 9.2 290
10 14 68 10.9 274
11 18 58 13.2 65
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continia
12 14 64 11.5 334
13 34 66 12.0 307
14 6 57 18.4 78
15 30 68 11.5 322
16 11 62 9.7 44
17 1 59 9.7 8
18 11 73 16.6 320
19 4 (] 9.7 25
20 32 61 12.0 92
21 23 67 12.0 . 13
22 45 81 14.9 252
23 115 79 5.7 223
24 37 76 7.4 279

A continuacidn se presenta el juego, el valor de Shapley y el valor
de Banzhaf que se obtuvieron. La solucién muestra que se obtiene un
peor ajuste relativo para las temperaturas mds altas.

V({A}) = 0.9480
V({B}) =0.8963
v({C})=0.8598
v({D}) =0.7990
V({A, B}) = 0.8009
V({A, C})=0.7414
v({B, C}) = 0.8408
V({A, D}) =0.7393
v({B, D}) =0.6796
v({C, D})=0.7017
A, B, C})=0.7857
A, B, D}) =0.6389
V({A, C,D}) = 0.6539
V({B, C,D})=0.6749
V({A, B, C, D}) = 0.6413

v(
v(

o —

Jugador Valor de Shapley Valor de Banzhaf
A 0.1939 0.0622
B 0.1902 , 0.0644
C 0.1768 0.0497
D 0.0804 -0.0430

sk
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