CONSUMIDORES CON PREFERENCIAS NO
ORDENADAS

Pedro Uribe

Universidad de Guadalajara

Resumen: La investigacion tedrica sobre la demanda de los con-
sumidores con preferencias no ordenadas se ha con-
centrado en las consecuencias que la supresién de los
supuestos de transitividad y totalidad (completez)
pueden tener sobre la teoria del equilibrio general. En
este trabajo se considera al consumidor per se, tratando
de llegar a proposiciones sustantivas eventualmente
refutables por la via empirica. Este articulo explora el
uso de la calibradora exterior de los conjuntos de nivel
de la relacién de preferencias, que Shephard introdujo
en microeconomia con €l nombre de “funcién distancia”,
con notable éxito en el andlisis de las tecnologias con-
vexas con n insumos y m > 1 productos. Su uso en este
articulo se orienta a la obtencién de ecuaciones de
estdtica comparada a partir de la optimizacién de una
preferencia no ordenada.

Abstract: Theoretical research on consumer demand with nonor-
dered and not necessarily convex preferences has been
centered in the study of the equilibrium. This paper
looks back at consumer as such, trying to reach substan-
tive propositions, eventually refutable by empirical
evidence. This paper explores the use of the outer gauge
of preference sets, a “distance function”, with consider-
able success in the analysis of convex multiproduct
technologies. In this paper, the gauge function is used to
obtain comparative statistics equations based on the
optimization of nonordered preference.

1. Introduccion

La investigacién tedrica sobre la demanda de los consumidores, sin
suponer completez (totalidad) o transitividad de sus preferencias, se ha
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concentrado en las consecuencias de la supresién de estas condiciones
sobre la teorfa del equilibrio general.! Por lo que toca a la teorfa del
consumidor, aparte de algunas ecuaciones de demanda propuestas a
guisa de ejemplos por Shafer (1974), no hay trabajos que conduzcan a
proposiciones sustantivas de esta teorfa, ni trabajo empirico o modelos
empirizables para consumidores con preferencias no ordenadas o no
convexas. Este articulo se refiere a algunos esfuerzos iniciales en tal
direccién.

La formulacién del articulo se restringe a la demanda de un nlimero
finito de bienes, de modo que el dominio de la relacidn de preferencia es
el cono positivo R del espacio euclideano n-dimensional R".

Se sugiere un punto de partida para una teorfa axiomdtica de la
demanda de un consumidor que escoge (canastas de bienes) maximales
respecto a preferencias en un conjunto factible (demanda walrasiana
generalizada)® o bien canastas que minimizan costo, sujetas a condicio-
nes de un “minimo aceptable de satisfaccién” (demanda hicksiana gene-
ralizada). En esta forma, la diferencia con la teoria tradicional
(neoclésica) estd en los supuestos sobre las preferencias del consumidor
que uno esté dispuesto a hacer.

En lugar de suponer la transitividad de la relacién de preferencia
como definitoria de la racionalidad del consumidor. se supone su acicli-
cidad. Esto tiene que ver con la totalidad, esto es, la completez de las
preferencias. En efecto, es obvio que una relacién completa y no transi-
tiva debe ser ciclica; D. Schmeidler (1971) demostré que una relacién
transitiva y continua (la relacion estricta con imdgenes abiertas y la
débil con imagenes cerradas) en un espacio topoldgico conexo debe ser
completa. En esta forma, debilitar la transitividad en aciclicidad implica
una preferencia parcial.

Se pueden imaginar muchas instancias de preferencias parciales,
tanto desde un punto de vista estrictamente tedrico, como la multidi-
mensionalidad del espacio de opciones o la presencia de elementos
estocdsticos, como desde el experimental, con los llamados “efectos de
marco” (framing effects) estudiados, entre otros, por Kahneman y

! Véase una revisién de la literatura de los afios setenta en Florenzano (1981);
ejemplos del trabajo posterior son Yannelis y Prabhakar (1983), Aliprantis y Burkinshaw
(1988), Werner (1989).

He tomado la sugerencia de llamarla as{ en lugar de “demanda marshaliana”, de
Mas-Colell, Whinston y Green (1995); nota 7, p. 51.
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Tversky (1984). En este articulo no se discute la “fuente” de la parciali-
dad de las preferencias, pero la formulacién es consistente con la no
comparabilidad de canastas de bienes en la frontera del cono positivo
del espacio euclideano de dimensién #; dos canastas interiores son
comparables en el sentido de que un muiltiplo de una es estrictamente
preferible a la otra. De aquf se derivan otras afirmaciones elementales
de comparabilidad, que no llegan, sin embargo, a implicar la completez
de la preferencia para canastas interiores.

La seccién 2 presenta un sistema de axiomas, que no incluyen
supuestos de transitividad, completez o libre eliminacién de las prefe-
rencias.’ La monotonfa se supone solamente a lo largo de semi-rayos;*
para preferencias convexas la no saciedad local es una consecuencia
inmediata.’

La seccién 3 construye un modelo de demanda para un consumidor
con preferencias no ordenadas pero convexas, utilizando la calibradora
exterior de los conjuntos de preferencias. La introduccion por parte de
Shephard (1970), del calibre de un vector de insumos respecto al con-
junto de insumos capaces de producir un vector dado de productos
determiné la posibilidad de un andlisis sistemdtico de la produccién
multi-producto. En este articulo, la calibradora exterior que se usa es la
del vector de demanda respecto al conjunto de opciones preferidas a una
canasta de referencia. En el caso en que exista una funcién utilidad
homogénea de primer grado, la calibradora exterior es el cociente de la
atilidad de la canasta elegida (demandada) entre la utilidad de la canasta
de referencia.® Para preferencias no convexas la teorfa procede en forma
déntica, al utilizar la cdpsula convexa del conjunto de opciones preferi-
das a la canasta de referencia. Las ecuaciones de estdtica comparada
‘especto a precios, ingreso y canasta de referencia se derivan aquf

3Rl supuesto de convexidad se emplea como una aproximacién cémoda; las
woposiciones obtenidas bajo este supuesto valen si en lugar del conjunto de opciones
referidas a una dada se usa su cépsula convexa. Son, entonces, aproximaciones que se
efieren a la “verdadera” demanda. Desde luego, estd por desarrollarse una teorfa que
rescinda por completo de la convexidad; véase el comentario mds adelante.

4 Esto es, para canastas de bienes con la misma composicion.

5 Para preferencias no convexas hay una forma diferente de propiedad local de no
aciedad, que también se deduce inmediatamente de la monotonia a lo largo de semi-
ayos.

% Nétese la semejanza con las regret functions a la Loomes y Sugden (1982), como
ts usan bajo certidumbre Shafer (1974) o Border (1984).
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generalizando la derivacion a la Barten (1964) y Theil (1965) a partir de
la optimizacién de preferencias.”

Las ecuaciones completas de estatica comparada respecto a precios
e ingreso incluyen efectos directos, que coinciden con los neoclasicos, y
efectos indirectos en la demanda de cada bien, de las variaciones en
precios e ingreso: estos ultimos se dan via las variaciones inducidas en
la canasta de referencia. Cuando €sta no depende de precios e ingreso,
se estd en la teorfa neocldsica, puesto que la calibradora exterior relativa
a una canasta de referencia constante es una funcién utilidad.

La seccién 4 sugiere una version, para preferencias no ordenadas,
de la utilidad indirecta, esto es, del valor maximo de la calibradora
exterior como funcién de los precios, la canasta de referencia y el
ingreso. Se muestra asi, que el multiplicador de Lagrange del problema
maximizacién es la aportacion marginal del ingreso al valor de la
funcion objetivo del consumidor, en forma analoga a la utilidad margi-
nal del ingreso cuando existe funcién utilidad. Los teoremas de Roy y
Wold tienen andlogos inmediatos para preferencias no ordenadas; el
primero se presenta al final de la seccion y el segundo es trivial.

La seccion 5 se ocupa de las propiedades de la correspondencia de
demanda walrasiana generalizada, relevantes para el equilibrio general.
La continuidad es una consecuencia relativamente facil de obtener a
partir de la aciclicidad y las imdgenes abiertas; la ley de Walras es un
corolario del teorema local de no saciedad. As{, aun prescindiendo del
supuesto de convexidad de las preferencias, los axiomas de la seccién 2
son suficientes para garantizar la existencia de un equilibrio general
competitivo de intercambio, aproximado, del tipo propuesto por R. M.
Starr® para economias finitas. Bajo supuestos apropiados de convexi-
dad, el equilibrio de intercambio es Arrow-Débreu.

Las formas de supuestos de convexidad son la materia de la seccién
6. Se discuten dos de ellas, equivalentes si las preferencias son comple-
tas. Una de esas formas afecta a la determinacién del equilibrio del
consumidor, la otra a la convexidad de las imégenes de la corresponden-
cia de demanda walrasiana generalizada. Desde luego, es importante

7 Para una derivacién a partir de las funciones (correspondencias) de eleccién,
usando homogeneidad de grado cero y la ley de Walras, véase Mas-Colell, Whinston y
Green (1995).

¥ Véase Starr (1969).
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desarrollar una teoria de la demanda con preferencias no convexas. Para
la teoria Hicks, el camino parece estar en el andlisis de los soportes y
gradientes generalizados a la Clarke (1983), como se han empezado a
usar en teoria de la produccién; véanse, por ejemplo, Cornet (1991) y
Jouni (1988), entre otros.

En la seccion 7 se considera una generalizacion de la demanda
Hicks: el consumidor minimiza gasto en la cerradura del conjunto de las
opciones preferidas a la canasta de referencia, que toma el lugar del
nivel “prescrito” minimo de utilidad en la demanda Hicks ordinaria. De
las ecuaciones de estdtica comparada se obtienen algunas consecuencias
acerca de la estructura del costo del consumidor. Entre los hechos
posiblemente interesantes estd, en primer lugar, que la funcién costo del
consumidor no es, en general, homogénea de primer grado en los pre-
cios. Por ctra parte, el teorema de Shephard que establece que la deman-
da (Hicks) es el gradiente de la funcién costo no se puede extender al
caso general del que nos ocupamos.

2. Axiomas sobre las preferencias

Como es usual, un consumidor es (se representa por) una pareja ( P, x ),
donde P es una relacién binaria en el cono positivo R} de R". P se
llamara preferencia. Por su parte, x es un n-vector semipositivo, al que se
llama dotacion inicial del consumidor. El ingreso del consumidor a
precios p es el valor de su dotacién inicial, el escalar p’ x.?

P se entiende como preferencia “estricta” (asimétrica). Se le verd
también como una correspondencia de R} \ {0} en si mismo. x € P(y),
ye P~ Yx), (x,y) € gr P son expresmnes sinénimas; quieren decir que
el consumidor prefiere estrictamente la canasta de consumo x a la ca-
nasta de consumo y, ambas representadas por puntos en RY.

En lo que sigue, para cualquier S < R", § denota el interior, S la
cerraduray conv S la cdpsula convexa de S.

Los axiomas propuestos son los siguientes:

I. Aciclicidad. P es aciclica.
II. Regularidad. Para todo x, P(x) y P~ !(x) son subconjuntos abier-
‘0s de R”,

9 . s
Las primas denotan trasposicién.
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III. Monotonia lo largo de un semirrayo. Para todo xe R’, A >p
implica Ax € P(Ux).
IV. Propiedad arquimedea. Si x> 0. entonces para todo y existe
A >0tal que Axe P(y).
V. Convexidad. Para todo x € R, el conjunto P(x) es convexo.
Los teoremas siguientes se demuestran en el apéndice.

TeoreMA 1. Sivalen los axiomas I-V, la funcién

85, ) =sup(A.> 01 5x € P()) )

estd bien definida para x>0, y 2 0.

Teorema 2 (Propiedad local de no saciedad para preferencias convexas).
Para todo x € dom Py toda vecindad U _de x, U N P(x) # O.

Para preferencias no convexas, la propiedad local de no saciedad
dice que UX M conv P(x) # &.

La funcién definida en la ecuacién (1) se llama calibradora exte-
rior de P(y).'?

No hay tal cosa como una relacién de indiferencia. En su lugar,
consideramos una relacién de frontera: x € dP(y). La demostracién del
teorema 2 implica que dP es una relacién retlexiva.

Los sistemas de precios son funcionales lineales semipositivas.
Consideramos s6lo sistemas de precios positivos (ningln bien es gratui-
t0)."' P denotar4 al conjunto de sistemas de precios positivos.

DerFINICION 1. La correspondencia de presupuesto para un consumidor se
define como 3 : PxR - R, de imdgenes'?

B(p,w)={xe R} Ip'x<w}

0 glx, y) es el reciproco de la funcion distancia de Shephard; véase Shephard
(1970), p. 65 y Me Fadden (1978) p. 24. Mc Fadden llama “funcién distancia” a la
calibradora g, con sus argumentos intercambiados. La terminologia que se adopta en este
trabajo procura ser mds cercana a la que se usa en la literatura de andlisis convexo.

'"'En caso contrario, el conjunto factible para el consumidor no es compacto y su
problema de 6ptimo no es soluble.

120 :5 — T denota que ¢ es una correspondenciade Sa T paraxe S, px) < T.
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Desde luego, B tiene imdgenes convexas y compactas para precios
positivos. Es un hecho bien conocido que [3 es continua {(en la topologia
de Vietoris) y que su grificagr = {(p, x) € PX R/ 1 p’x < 0} es cerra-
da en la topologfa producto (ordinaria). '*

Establecemos el supuesto convencional de subsistencia, de modo
que las imdgenes de B tengan interior no vacfo. Dados precios positivos,
es suficiente que el consumidor tenga dotacion inicial positiva de al
menos un bien (digamos, tiempo de trabajo).

3. La demanda walrasiana generalizada

DEFINICION 2. La correspondencia de demanda walrasiana generalizada
y + . I I . g
se define como & : P X R — R, de imdgenes

E(p.w)={xe B(p, o) PXx)n B(p, ®) =}

Una seleccion de & es una funcion de demanda walrasiana genera-
lizada.

Dados los axiomas I) a V), x” es un P-maximal en B(p, w) siy sélo
3i maximiza a g(x, y) respecto a x bajo p'x = .

Consideramos entonces la maximizacion de g(x, y) respecto a x
»3jo la restriccién p’x = @, donde o es el ingreso del consumidor, exé-
zeno y por tanto independiente de precios y de la canasta de referencia.
3sta a su vez, depende de precios e ingreso: el consumidor “reacomoda”
sus aspiraciones al cambiar los precios y el ingreso. Si la canasta de
eferencia no depende de los precios ni del ingreso, como la calibradora
jara y constante es una funcion utilidad, la teoria coincide con la neo-
idsica.

La demanda walrasiana generalizada definida en esta forma es el
unto en el que el plano de presupuesto es tangente a la frontera del
onjunto de preferencias, subconjunto del de opciones preferidas a la
-anasta de referencia que sea “mds interior” a este ltimo: es decir, se

¥ Débreu (1959). pp. 63-65.
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trata de buscar un z € P(y), el “mas alto posible” (el mds lejano de
dP(y)), tal que el plano de presupuesto, p’x = @ sea tangente a dP(z).
Considérense las condiciones de primer orden:

)
—a-)% = kpi (2)
pPx=0 3)

Las derivadas anteriores existen y son funciones continuas de x,
puesto que g es céncava en x: una funcién céncava en R” es de clase C!
en el interior de su dominio, salvo por un conjunto de medida cero.'*
Sin embargo, para proseguir con el andlisis de estdtica comparada nece-
sitamos hacer explicito un supuesto minimo de suavidad:

Supuesto de suavidad: g es de clase C2 en x en casi todo el interior
de su dominio.

Usaremos una notaciéon cercana a la de Barten (1964): G es la
matriz hessiana de g respecto a x, H la matriz de derivadas parciales
mixtas; hl.]. =dg/ ax,ay.. En lo demds, los subindices denotardn deriva-
cién: por ejemplo, X “es la matriz jacobiana de x respecto a p mante-
niendo y constante. de procura que, dentro de este uso, las mindsculas
denoten vectores y las maytsculas matrices: x  es el vector de derivadas
de la demanda respecto a ingreso. El unico escalar es A, la derivada
respecto a ingreso de lo que veremos serd la aportacién marginal del
ingreso al valor maximo de g.

Antes de proceder, ndtese que en la demanda walrasiana kx =0.En
efecto, como g es homogénea de primer grado en x, (2) implica que:

n a ,
g(x,y)=2p,.5§=7&px=7&w

i=1
. 7\40)_ 3
Al derivar, A = (—~6gQ(x—y)—) p=0.

Si derivamos ahora (2) y (3) respecto a precios, canasta de referen-
cia e ingreso, se obtienen las ecuaciones:

14 Véase Rockafellar (1970), p. 246.
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(G p)[ X, +XY, X,  x,tXy, ]

POJ-V 4N YY) =N =+ )
_ (1 -HY -H - Hme @
—-x 0 1

de donde se obtiene:

AG lpp'G~! G- Lpx’

X =AG~-— "% P (5)
F PG p p’G™p
-1 rv—1
X‘y=—G“H+7G f”’_G] H (6)
~ pGTp
G p
= 7
x(x) pr—lp ( )
-1
A ___X,G_lp_ , xvl (8)
P pGTp pPGTp
-1
py=HG P ©)
PG p
— (10)
© p'GTlp
Por otra parte, al usar (7), se puede escribir (5) como:
X =AG~! Xy ’ 11
= Y XX T XX (11)
@

jue no es sino la ecuacion cldsica de Slutski-Barten, con la hessiana de
la calibradora en lugar de la hessiana de la funcién utilidad. En la misma
forma, la derivada respecto a ingreso A es la misma que en la teorfa
1eocldsica; véase ecuacién (8).
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Desde luego, el cambio en la demanda por un cambio de precios no
es Xpdp, sino (X11+X Y ))dp, vy por un cambio en el ingreso es

yop

(x, + X,y ), ' .
Al ‘znotar por § a la matriz correspondiente a la de Slutski

AG - 7;)%))('0J y nolar que:

w
Ay =Hx, (12)
se puede escribir
1 , 1

dx=81- XHYp)dp —x Xdp+ (x + X SHy, )do (13)

ecuacion que difiere de su correspondiente neoclésica en los términos
que involucran en H.

Los términos a la derecha de la igualdad en (13) se pueden conside-
rar como sigue:

1) Para y dado, S es la matriz de efectos sustitucién de los cambios
en los precios. Los llamaremos efectos directos de sustitucidn,

2) Los elementos de SHY /A son efectos indirectos de sustitucién;
el efecto indirecto de sustitucién de un cambio en el precio de j sobre la
demanda de i se da via el cambio en la canasta de preferencia inducido
por el cambio en p.. Un consumidor que no modifica su canasta de
referencia con los cambios en los precios equivale a uno con preferen-
cias ordenadas, puesto que y es un vector constante.

3) El término x x" es el efecto ingreso de los cambios en los precios,
que desaparecen en la demanda Hicks (demanda compensada).

4) Un cambio en el ingreso o tiene el vector de efectos directos X,
y el de indirectos — H y . El segundo tiene lugar via la adaptacion que el
consumidor hace de su canasta de referencia ante los cambios en su
ingreso.

4. Dualidad y el teorema de Roy con preferencias no ordenadas
Considérese el valor méximo de la calibradora exterior de P(y) bajo
r'x=m:

v(p, y, ®) = max g(x, y) (14)

]7X=0)
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jue es el andlogo de la utilidad indirecta de la demanda walrasiana
rdinaria. Como méximo de una funcién céncava en x para cada y, v es
:uasiconvexa y monétona no creciente en p. La demostracién es idéntica
1 la correspondiente a la utilidad indirecta y lo mismo sucede para su
-ontinuidad en el interior del octante positivo dual; véase, por ejemplo,
Avriel et al. (1988), teorema 4.9.

Definase la aportacion marginal del ingreso como la aportacién de
a unidad marginal de ingreso al valor (maximo) de g(x,y), i.e. la
lerivada de v(p, y, ®) respecto a ®. Como en el caso de la demanda
valrasiana ordinaria:

PO
0w _gl axl, Jo
=Ap'x,

=A

londe se ha usado (7).
Para finalizar esta seccidn, considérese el gradiente de v respecto a
Trecios:

(D, vY =D, g)'Dpr (15)
jue, al tomar en cuenta que Dpx = Xp +X ‘,Yp y al usar (5) y (6), conduce a:
4 ] 4 4
Dpv=7upS(I—XHYp) — Mp'x x
=

uesto que Sp =0y p'x, = 1. Las derivadas se evalian, desde luego, en
1 maximizador de g respecto a x. Excepto por la escala, la expresién
nterior es andloga al teorema de Roy.'”

15 Notese que Dy, v £ 0 por ser v monétona no creciente en p.
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5. Demanda walrasiana generalizada y equilibrio general

Para efectos de la teorfa del equilibrio general nos interesan la existencia
y las propiedades de continuidad de la correspondencia de demanda
walrasiana generalizada &. El teorema de existencia (no vacuidad de las
imagenes) es una consecuencia inmediata de los teoremas de Rader
(1972)'® y Bergstrom (1975). En pro de la completez de este tratamiento,
se demuestra en detalle en el apéndice.

Teorema 3. Si S es compacto y P satisface los axiomas I y I, entonces
existe un P-maximal en S.

En esta seccién p € P se escalard con la condicién w=p x=1,
de modo que los argumentos ® o x se omitirdn en las correspondencias de
presupuesto y de demanda.

El siguiente teorema vale para los maximales sobre un compacto
de cualquier relacién binaria con imdgenes inferiores y superiores
(inversas y directas) abiertas. Lo que es importante para la teoria de
la demanda es que se aplica igualmente a la preferencia P(.) y a su
cdpsula convexa. Se demuestra para P(.).

Teorema 4. Si vale el axioma II, & es (Vietoris)-continua en precios
POSItivos.

El teorema anterior implica la existencia de un cuasiequilibrio del
tipo caracterizado por Starr (1969) o Arrow y Hahn (1971).

6. Convexidad

En la teorfa neocldsica, en la que las preferencias son completas, el
complemento de P(x) es la cerradura de P~ !(x); en la misma forma,
P~ '¢(x) = P(x). En tal caso, el axioma IV equivale al siguiente:

[Va) Convexidad de P~ '] P~ (x) es convexo para todo x.

El axioma V implica que g(., y}, como se define en (1) es la calibra-
dora exterior de P(y). Por su parte, Va) implica que P~ ! es cuasicén-

16 Véase p. 134.
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cava como correspondencia; de este modo P es cuasiconvexa, de donde
se obtiene la convexidad de las imdgenes de la correspondencia de
demanda walrasiana generalizada &. Esto, junto con el teorema de conti-
nuidad, implica, por el teorema de seleccién de Michael, la existencia
de funciones continuas de demanda generalizada Marshall.

Considérese el conjunto de nivel

S,={ylgry <o) ={ylgk/o,y)<1).

Entonces y € S(x siysolosix/ae P(y), de modo que S(x =P x/ ).
Por el axioma 11, g debe ser semicontinua inferior en y, y si vale IVa) o
las preferencias son completas, g es también cuasiconvexa en y.

En la préxima seccion se discuten algunas consecuencias de la no
convexidad de las preferencias, ya no para el equilibrio general sino al
nivel del consumidor.

7. Demanda Hicks generalizada y la funcién costo del consumidor

DeFINICION 3. x € R es una demanda Hicks generalizada a precios p y
canasta de referencia y si p’x = mf p'z bajo z € P(y).

DeriNicioN 4. C( p, y) = inf p’z es la funcidn costo del consumidor
ze P(y)
Denotamos la demanda Hicks generalizada a precios p y canasta de
eferencia y por x(p, y). Finalmente, para cualquier conjunto S < R’ ,
V(§)esel cononormalde S: N(S)={plxe S= p'x <+ oo},

TEOREMA 5. Si P (y) es convexo, x € R: es una demanda Hicks gene-
-alizada a precios p y canasta de referencia y si'y sélo si es un p-subgra-
liente de C en el punto (p, y). Bajo el mismo supuesto de convexidad,

!l conjunto {pe —N(PO)NPIx(p,y)} no es tinico tiene medida
lero.

Nos interesa la diferencia entre una demanda Hicks generalizada
{p,y) cuando P(y) es convexo vs. cuando no lo es. Por lo pronto, para
ma canasta de referencia dada, supondremos tnica la demanda Hicks
reneralizada a precios p; véase teorema 5.
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Como

i0f, ¢ oy py P S E ¢ piyy P
el consumidor con preferencias convexas es “mads eficiente” que el que
no las tiene. Podria verse la diferencia como un costo de no desear ciertas
mezclas (;costo del buen gusto?).!”

Sea xY el minimizador de p’x en P(y). El minimizador en conv P(y)
es 22, la proyeccién ortogonal de x° en @ conv P(y) que, como coincide
con la proyeccién ortogonal de x° en el plano {z|p’z = constante},
tangente a (soporte de) conv P(y) en z°, es de la forma z°=x°+ 0p,
donde g(x° + 6p, y) = 1. Ciertamente:

_PE~=x9
I p I

_Cp.yp) -px°
hp i

<0

0=0(p,x°) se puede ver como una medida de la “ineficiencia™ del
consumidor a precios p.

Bajo la hipétesis de convexidad, x(p,y) es una demanda Hicks
generalizada a precios p y canasta de referencia y si y sélo si:

p’x(p,y)= min p’z (16)
8z ¥ =1

Si y es independiente de p, el andlisis formal de la funcién costo del
consumidor seria idéntico al (neocldsico) de la funcién costo del pro-
ductor con produccién conjunta.’® En tal caso, C serfa una repre-
sentacién dual de preferencias ordenadas. En efecto, C es la funcién
soporte por abajo de P(y), céncava en p para cada y. Asi, g(., y) es la
funcién soporte del polar superior de P(y), cuya calibradora exterior es

17 Véase Me Fadden (1978) acerca de la “pérdida de informacién” debida al hecho
de que la misma estructura de costos corresponde a varias tecnologfas de produccién bajo
supuestos mds débiles de convexidad.

18 véase, por ejemplo, Me Fadden (1978).
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precisamente C(., y). Pero sabemos que, si y es independiente de los
precios, para cada y, g(., ¥) es una funcion utilidad.
Considérense ahora las condiciones de primer orden para el minimo
de p’x bajo g(x, y) = 1.
og
p,’ =A g{
3
gx, y)=1

Antes de derivarlas respecto a p y a y, nétese que, como el minimo
C(p, y) es una funcién homogénea de primer grado en p, el teorema de
Euler implica que su valores A y, por tanto, 7»5 =p, parax = x(p,y). Si
usamos esto, se obtienen las ecuaciones de estatica comparada:

MG +pp p) %t XT, X,
v 0 (-0, +1 Yy -,

M—vﬂn —A2H
_‘Wﬂ -Ag

Al

a7

Obviamente, las derivadas se evalian en el minimizador de p’x bajo
2 y) =1

La homogeneidad de primer grado de la calibradora g en x implica
jue A= C(p, y(p)), lo que a su vez implica que A_= p. Sustituyendo en
'17) se puede proceder a obtener las soluciones:

1 _ G—] /G—l
&zxcl——;@%r— (18)
p'G™'p
-1 r—1 XG'lpg'
&;—G”H+G @ﬁ H_ = o (19)
- PG p PG™p
AGT!
r,=5—F (20)
PG p
2051 Ag
A =-MHG P, "8 1)

y

PG 'p  p'GTp
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de donde a su vez se obtienen las relaciones fundamentales:

X,=— (X H+) g HXya) (22)
ky =— X(pr + chy) (23)
p'XP =0 (24)

p'Xy =— ?ug'y (25)

(24) es la condicién de homogeneidad de grado cero de la demanda
respecto a precios para cada canasta de referencia. La demanda Hicks
generalizada no es, en general, homogénea de grado cero en precios:

PX +XY)==2'Y,

La ecuacién (18) dice que, dada una canasta de referencia, la
demanda Hicks generalizada es demanda compensada, o que no es de
extrafiar porque no se estd tomando en cuenta explicitamente la depen-
dencia de y respecto a los precios y la ecuacidn coincide entonces con la
correspondiente de Barten para una demanda Hicks ordinaria. El efecto
completo de un cambio en los precios sobre la demanda de los bienes,
X +X Y esahora:

poyp

DX=X +XY
r r yp
— _ r
=X, - MXH+5 g)Y

El segundo término a la derecha de ambas ecuaciones es el efecto
indirecto de sustitucidn, via el cambio que el consumidor hace en su
canasta de referencia cuando cambian los precios. Recuérdese que tam-
bién en la demanda Marshall aparece un efecto indirecto de sustitucién
aparte del efecto ingreso.

Como parte de la descripcién de la racionalidad de un consumidor,
el cambio en la canasta de referencia ante un cambio en los precios
parece razonable, mds que lo que serfa un andlogo literal en la demanda
Hicks ordinaria, esto es, un cambio en el nivel deseable de utilidad, que
llevarfa a minimizar p’x bajo u(x) 2 o(p). La formulacién Hicks ordina-
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ria parece mds bien una (buena) metdfora de la formulacién generaliza-
ia objeto de este trabajo.
La derivada completa de A respecto a p es:

kG"lp_ 7‘2)2,
PG 'p pGp

DA=h + YA = (HG™'p-dg)  (26)

/ se concluye que C es homogénea de primer grado en p, si, Y P= 0o
sien )IL(HG Ipy= 8, La primera es una condicion economlca que se -
:xplora en seguida.’ La segunda es una condicion sobre la forma de la
ralibradora; y no nos ocuparemos de ella.

Otro punto importante es el siguiente: el teorema de Shephard que
lice que la derivada de la funcién costo respecto a p;es la demanda del
sien j no vale en este contexto. En efecto:

D,C(p, y(p) =x(p, y(p)) + X + X Y )'p
=x(p,y(p)) - MY g, 27)

i usamos (19) y (24). El teorema de Shephard vale si Y’g 0, que
efiere al caso neocldsico, en donde ¥,= 0, o bien impone de nuevo una
-ondicién sobre la forma de la callbradora cuando y depende de los
wecios.

1. Un caso especial

‘uede ser tentador hacer, en pro de la simplicidad, el supuesto de que
uando los precios cambian, el consumidor cambia la canasta de refe-
encia y la canasta realmente demandada en la misma forma. Por
jemplo, en un modelo empirico en el que la canasta de referencia es el
onsumo desfasado, el supuesto implica que las derivadas respecto a
recios permanecen constantes en el tiempo.

Una primera consecuencia de la igualdad ¥ =X es quep Y Oy
or lo tanto que la funcién costo del consumidor es homogenea de
rimer grado en los precios. Otra es que (27) toma la forma:

D C(p.y(p)=x(p,y(p)-G~" (1 E{JGTJg
p
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y vale el teorema de Shephard si g, evaluada en y(p) es proporcional a
p-Eneste caso, g, es vector caracteristico de pp’G ™!, asociado a su tinica
rafz no cero, p’G ™ !p.

7.2. Integrabilidad

Se muestra que, en general, 7L . # Ayp’, y entonces la funcién costo no se
puede obtener integrando las ecuamones de estdtica comparada.
Al derivar en (20) respecto a y y en (21) respecto a p se obtiene:

1% , _
lp‘. Z;E:I_)Z(G lpp’G~'H +AG lpg)
)2 .
== X,+G7H) (28)
pG p
A -—7&—*(— HG 'pp’G~ l+7Lg p’G~ ')+x3KY
(PG 'p)?
=N _+MKy (29)
Py r

donde K es la matriz hessiana de g respecto ay. Asf,A_ =1’ si Yp =0,
i.e., en el caso equivalente al de preferencias ordenadas.

Apéndice
Demostraciones de los teoremas

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Sean x>0 y y=0. Por el axioma III,
0 e P~ (y), abierto por el axioma I. De este modo, para algin £ > 0 se
tiene que ex € P !(y) < P(y)‘. Por el axioma IV, Ax € P(y) para algiin
A>0. Entonces, el segmento [ex, Ax] contiene puntos en pre f{y) y
puntos fuera de P(y) y, por tanto, intersecta a la frontera de P(y). Por una
propiedad bien conocida de los conjuntos convexos,'? el punto de inter-
seccién es dnico, obviamente de la forma 7L x. Ciertamente,

gx,y) = n

19 véase Nikaidd (1970), p. 185.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Por el axioma III, si A<,
Axe P~} (x) c P(x)¢,y si A> 1 entonces Ax € P(x). Por el mismo argu-
mento que demostré el teorema 1, alglin A, x es punto de frontera de
P(x). Las primeras aserciones de esta demostracion y el axioma II
implican que A, = 1. u

DemosTRACION DEL TEOREMA 3. Necesitamos dos lemas previos:

Lema 1. Si las imdgenes de P son abiertas, también lo son las de su
cdpsula transitiva P*.

DemMosTRACION. Como gr P%= N Pyyx P~ 1(y) es un conjunto abierto
en R} X R, como proyeccién de un abierto, P2(x) es abierto para todo
x. Por induccién, P"(x) es abierto para todo x y todo n. Como y € P*(x)
si y sélo si ye P"(x) para algin n vy, para todo n, P'(x) < P*(x), si
y € P*(x) existe un subconjunto abierto de P*(x) que contiene a y, de
donde, para todo x, P*(x) es abierto. La demostracién para P* 1 es
idéntica. ]

Lema2. Si x° € S es un P*—maximal en S, entonces es un P'—maximal en
S'para todo n.

La demostracion es evidente.

DemosTrRACION DEL TEOREMA. Por el lema 2, si el teorema se demuestra
para P* queda demostrado para P. Procedemos entonces a demostrarlo pa-
ra P*. Supéngase que el teorema es falso para P*. Entonces, para todo
xe S hay al menos un ye P(x) NS, esto es, existe ye S tal que
ve P*~!(y). Se concluye que {P*~!(y) | y € S} es una cubierta abier-
a de §. Como S es compacto, existen y1 ,...,y', tales que
{P*~Yy®1k=1,...,r} cubre a S, o sea, para todo x€ S existe
¢, 1<1k<r, tal que xe P""1(y%), lo que vale en particular para
e=yl, ..., x=y".

Esto dltimo se puede poner como sigue: para todo k existe j tal que
/e P*(y*). Como P* es transitiva y aciclica, es irreflexiva y, por tanto,
n la frase anterior j # k. Como r es finito, y/ € P*(y*) paraj # k implica
Jue, eventualmente, y/ € ( P*)"(y’) para algin n <r. Pero ( P*)"= P,
ie modo que se viola la irreflexibilidad de P*.
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Se concluye que al menos un x° € S no estd contenido en ninguno
de los conjuntos P*~!, esto es, P*(x°) no contiene a ningtin elemento de
S. Ciertamente, x° es un P*~maximal en S. [ ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2 1. Semicontinuidad inferior. Supénga-
se lo contrario. Entonces existe un conjunto cerrado SRy, tal que
EXS)={p € PI&(p) = S} noes cerrado. Sea {p k) una sucesmn conver-
gente de vectores de precios cuyas imdgenes estdn contenidas en
S:E(pYycS para todo k, pf—p° pero E(pHNS2D. Sea
e g(p)nse

Desde luego, S¢ < E( p*)* para todo k, de modo que e E(ph, ie.,
P(x% N B(p*) # @ vale para todo k# 0. Como B(p") # podemos su-
poner, sin pérdida de generalidad, que para todo k # 0 existe y ¥ e P(x0)
tal que p*y¥< 1. Como y* es una funcional lineal continua en P,
pk— p® implica que pPy*<1, ie., y*e B(p°) para todo k. Pero
y e PO, asi que B(p°) " POy 2D i. e, X ¢ E(pY), contrario a su
definicidn.

2. Semicontinuidad superior.  es continua y

&(p)={xe RIIP)NB(p)=D} N B(p),

de modo que para todo p, ( p) < B( p). Esto implica: i) £ tiene imdgenes
compactas para precios positivos y ii) para todo p, &( p) = &(p) N B(p).
Como la interseccidn de una correspondencia de grifica cerrada e ima-
genes compactas con una semicontinua superior es semicontinua su-
perior?! si se hacen T'={(p,x)e PxR'1Px) N P(p)=D}, serd
suficiente demostrar que I'¢ es abierto. '

Sea (p, x) e T, es decir, P(x) n B(p) = D. Como B es semiconti-
nua inferior y P(x) es un conjunto abierto,

B.(P()={pe PIB(p)n Px) =D}

2 Se recuerda al lector que una correspondencia ¢ es continua en el sentido de
Vietoris si es semicontinua superior ¢ inferior, i.e. si los conjuntos ¢*($) = {x | p(x) < §)
y 0+(S)={x1px) NS}, respectivamente, son abiertos para § abierto. En la
demostracién se usa el hecho de que (¢7(8))" = 0+(S) y (4+(8))" = ¢*(S*). Para detalles
vease p01 ejemplo, Klein y Thompson (1984). capitulo 7.

*! Véase una demostracién en Ichiishi (1982), pp. 35-36.
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>s abierto, de modo que, para todo p € B ( P(x)) exxste una vecindad W,
al que g€ W, implica P(x) N B(q ¢® y, como B(p )2 Dy Px) es
abierto, estoasu vez implicaque B(q N P(x)# D, ie,xe P (B(qg)) para
odoge W

Como P es semicontinua inferior, P (B(q es abierto y exxste una
vecindad de x, digamos U,, tal que y € U implica ye P (B(q si es
jue g€ W,. De esta manera, para cada pareja (q,y) € Wx U,
PO N Bg) #D, i e, (g y) e T u

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5. Como x(p, y) minimiza p’z para z en la
serradura de P(y), un hiperplano de normal p soporta a P(y) en x . Por
Jualidad, un hiperplano de normal x soporta al polar superior de P(y) en
2. Pero este dltimo no es sino el conjunto de nivel o= p'x(p, y) de la
‘uncidn costo. Esto demuestra la primera asercion.

La segunda se deriva, para cada y, del hecho de que C es concava
1 p, por lo tanto derivable salvo por un conjunto de medida cero.”” m
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