Carta del Director

Estimados lectores:

Este es el primer nimero de Estudios Econémicos que aparece desde que
asumi el cargo de director. Lamentablemente la publicacion de este nimero
coincide con el reciente fallecimiento de nuestro ilustre amigo y colega el Dr.
Pedro Uribe Castafieda.

Pedro Uribe fue probablemente el primer mexicano que se dedic6 a la
investigacién en Teorfa Econémica estrictamente hablando y sin duda algu-
na uno de sus mayores impulsores en México. Las diversas instituciones en
que impartié cétedra incluyen El Colegio de México, donde permanecio
antes y después de sus estancias en Rotterdam y la Haya (donde inicia su
colaboracion con H. Theil que da como fruto grandes avances en la Teorfa
de la Informaci6n ). Después de un periodo en la CEPAL(en Rio de Janeiro y
en Santiago de Chile) y en Nacional Financiera, pasa a formar parte del
personal académico del Centro de Investigacién y Docencia Econémicas, el
Centro de Investigacién en Economfa Matemitica (institucién que él mis-
mo creé en Guanajuato), la Universidad Auténoma Metropolitana, y la
Universidad de Guadalajara. En todas estas instituciones, la inmensa voca-
cién y fuerza académica de Pedro fue la condicién necesaria y suficiente
para la formacién y vocacién de muchos de los actuales profesores de
diversas instituciones universitarias mexicanas.

En afiadido a su labor docente y de informaci6n, Pedro Uribe fue un
incansable promotor de la comunicacion entre los economistas tedricos y de
éstos con los matemdticos. Desde el primer coloquio que €l organizd,
celebrado en Guanajuato, Pedro Uribe fue el impulsor de los Coloquios
sobre Econom{a Matemadtica y Econometr{a que afio tras afio son el foro de
encuentro de muchos de los que se dedican a la investigacion en economia en
México.

Pedro estard siempre presente para sus amigos pero para la posteridad
queda su valiosa obra intelectual. Citar las contribuciones de Pedro Uribe
nos ocuparia gran espacio. Baste destacar que Pedro fue el primer mexi-
cano en publicar en la Review of Economic Studies y uno de los dos que
han publicado alli en la larga y prestigiosa historia de esa revista. En lo que



se refiere a nuestra revista, Pedro Uribe contribuyé con 3 artfculos publica-
dos que prestigian, sin duda, Estudios Econémicos.

Por todo lo expresado, por su ejemplo, todos los que nos encontramos
en este dificil medio académico le debemos nuestro agradecimiento. Esta-
mos seguros de que sus esfuerzos no caerdn en saco roto y que su labor
tendr4 la continuacién que su persona merece.

En reconocimiento y homenaje a la figura y obra de Pedro Uribe, el
Comité Editorial de Estudios Econdmicos decidié dedicarle este ndmero y
reeditar el dltimo articulo que Pedro publicé en esta revista.

Jaime Sempere



CONSUMIDORES CON PREFERENCIAS NO

Resumen:

Abstract:

1. Introduccién

ORDENADAS

Pedro Uribe
Universidad de Guadalajara

La investigacién teérica sobre la demanda de los consumi-
dores con preferencias no ordenadas se ha concentrado en
las consecuencias que la supresién de los supuestos de
transitividad y totalidad (completez) pueden tener sobre la
teoria del equilibrio general. En este trabajo se considera al
consumidor per se, tratando de llegar a proposiciones sus-
tantivas eventualmente refutables por la via empirica. Este
articulo explora el uso de la calibradora exterior de los
conjuntos de nivel de la relacién de preferencias, que Shep-
hard introdujo en microeconomfa con el nombre de “funcién
distancia”, con notable éxito en el andlisis de las tecnologfas
convexas con n insumos y m > 1 productos. Su uso en este
articulo se orienta a la obtencién de ecuaciones de estética
comparada a partir de la optimizacién de una preferencia no
ordenada.

Theoretical research on consumer demand with nonordered
and not necessarily convex preferences has been centered
in the study of the equilibrium. This paper looks back at
consumer as such, trying to reach substantive propositions,
eventually refutable by empirical evidence. This paper ex-
plores the use of the outer gauge of preference sets, a
“distance function”, with considerable success in the analy-
sis of convex multiproduct technologies. In this paper, the
gauge function is used to obtain comparative statistics
equations based on the optimization of nonordered prefe-
rence.

La investigacion tedrica sobre la demanda de los consumidores, sin suponer
completez (totalidad) o transitividad de sus preferencias, se ha concentrado
en las consecuencias de la supresién de estas condiciones sobre la teorfa del
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equilibrio general.! Por lo que toca a la teoria del consumidor, aparte de
algunas ecuaciones de demanda propuestas a guisa de ejemplos por Shafer
(1974), no hay trabajos que conduzcan a proposiciones sustantivas de esta
teoria, ni trabajo empirico o0 modelos empirizables para consumidores con
preferencias no ordenadas o no convexas. Este articulo se refiere a algunos
e.fuerzos iniciales en tal direccion.

La formulacién del articulo se restringe a la demanda de un niimero
finito de bienes, de modo que el dominio de la relacién de preferencia es el
cono positivo R} del espacio euclideano n-dimensional R".

Se sugiere un punto de partida para una teorfa axiomatica de la deman-
da de un consumidor que escoge (canastas de bienes) maximales respecto a
preferencias en un conjunto factible (demanda walrasiana gcneralizada)2 0
bien canastas que minimizan costo, sujetas a condiciones de un “minimo
aceptable de satisfacci6n” (demanda hicksiana generalizada). En esta for-
ma, la diferencia con la teorfa tradicional (neoclasica) estd en los supuestos
sobre las preferencias del consumidor que uno esté dispuesto a hacer.

En lugar de suponer la transitividad de la relacién de preferencia como
definitoria de la racionalidad del consumidor, se supone su aciclicidad.
Esto tiene que ver con la totalidad, esto es, la completez de las preferencias.
En efecto, es obvio que una relacién completa y no transitiva debe ser
ciclica; D. Schmeidler (1971) demostré que una relacién transitiva y conti-
nua (la relacién estricta con imdgenes abiertas y la débil con imdgenes
cerradas) en un espacio topolégico conexo debe ser completa. En esta
forma, debilitar la transitividad en aciclicidad implica una preferencia parcial.

Se pueden imaginar muchas instancias de preferencias parciales, tanto
desde un punto de vista estrictamente teérico, como la multidimensionali-
dad del espacio de opciones o la presencia de elementos estocasticos, como
desde el experimental, con los llamados “efectos de marco” (framing ef-
fects) estudiados, entre otros, por Kahneman y Tversky (1984). En este
articulo no se discute la “fuente” de la parcialidad de las preferencias, pero
la formulacién es consistente con la no comparabilidad de canastas de
bienes en la frontera del cono positivo del espacio euclideano de dimen-
sién n; dos canastas interiores son comparables en el sentido de que un

! Véase una revisién de la literatura de los afios setenta en Florenzano (1981); ejemplos
del trabajo posterior son Yannelis y Prabhakar (1983), Aliprantis y Burkinshaw (1988), Werner
(1989).

% He tomado la sugerencia de llamarla asi en lugar de “demanda marshaliana”, de
Mas-Colell, Whinston y Green (1995); nota 7, p. 51.
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miiltiplo de una es estrictamente preferible a la otra. De aqui se derivan
otras afirmaciones elementales de comparabilidad, que no llegan, sin em-
bargo, a implicar la completez de la preferencia para canastas interiores.

La seccién 2 presenta un sistema de axiomas, que no incluyen supues-
tos de transitividad, completez o libre eliminacién de las preferencias.3 La
monotonia se supone solamente a lo largo de semi-rayos;* para preferencias
convexas la no saciedad local es una consecuencia inmediata.’

La seccién 3 construye un modelo de demanda para un consumidor
con preferencias no ordenadas pero convexas, utilizando la calibradora
exterior de los conjuntos de preferencias. La introduccién por parte de
Shephard (1970), del calibre de un vector de insumos respecto al conjunto
de insumos capaces de producir un vector dado de productos determind la
posibilidad de un andlisis sistematico de la produccién multi-producto. En
este articulo, la calibradora exterior que se usa es la del vector de demanda
respecto al conjunto de opciones preferidas a una canasta de referencia.
En el caso en que exista una funcidn utilidad homogénea de primer grado,
la calibradora exterior es el cociente de la utilidad de la canasta elegida
(demandada) entre la utilidad de la canasta de referencia.’ Para preferencias
no convexas la teoria procede en forma idéntica, al atilizar la cépsula
convexa del conjunto de opciones preferidas a la canasta de referencia. Las
ecuaciones de estdtica comparada respecto a precios, ingreso y canasta de
referencia se derivan aqui generalizando la derivacién a la Barten (1964) y
Theil (1965) a partir de la optimizacién de preferencias.’

Las ecuaciones completas de estdtica comparada respecto a precios e
ingreso incluyen efectos directos, que coinciden con los neocldsicos, y
efectos indirectos en la demanda de cada bien, de las variaciones en precios
e ingreso: estos Ultimos se dan via las variaciones inducidas en la canasta

YEI supuesto de convexidad se emplea como una aproximacién cémoda; las proposicio-
nes obtenidas bajo este supuesto valen si en lugar del conjunto de opciones preferidas a una
dada se usa su cdpsula convexa. Son, entonces, aproximaciones que se refieren a la “verdade-
ra” demanda. Desde luego, estd por desarrollarse una teoria que prescinda por completo de la
convexidad; véase el comentario mas adelante.

4 Esto es, para canastas de bienes con la misma composicién.

Para preferencias no convexas hay una forma diferente de propiedad local de no
sacxedad que también se deduce inmediatamente de la monotonia a lo largo de semi-rayos.

6 Nétese la semejanza con las regret functions a la Loomes y Sugden (1982), como las
usan ba)o certidumbre Shafer (1974) o Border (1984).

7 Para una derivacién a partir de las funciones (correspondencias) de eleccién, usando
homogeneidad de grado cero y la ley de Walras, véase Mas-Colell, Whinston y Green (1995).
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de referencia. Cuando ésta no depende de precios e ingreso, se estd en la
teoria neocldsica, puesto que la calibradora exterior relativa a una canasta
de referencia constante es una funcién utilidad.

La seccién 4 sugiere una versién, para preferencias no ordenadas, de la
utilidad indirecta, esto es, del valor maximo de la calibradora exterior como
funcidn de los precios, la canasta de referencia y el ingreso. Se muestra asf,
que el multiplicador de Lagrange del problema maximizacién es la aporta-
cion marginal del ingreso al valor de la funcién objetivo del consumidor,
en forma andloga a la utilidad marginal del ingreso cuando existe funcién
utilidad. Los teoremas de Roy y Wold tienen andlogos inmediatos para
preferencias no ordenadas; el primero se presenta al final de la seccién y el
segundo es trivial.

La seccién 5 se ocupa de las propiedades de la correspondencia de
demanda walrasiana generalizada, relevantes para el equilibrio general. La
continuidad es una consecuencia relativamente facil de obtener a partir de
la aciclicidad y las imédgenes abiertas; la ley de Walras es un corolario del
teorema local de no saciedad. Asi, aun prescindiendo del supuesto de
convexidad de las preferencias, los axiomas de la seccién 2 son suficientes
para garantizar la existencia de un equilibrio general competitivo de inter-
cambio, aproximado, del tipo propuesto por R. M. Starr® para economias
finitas. Bajo supuestos apropiados de convexidad, el equilibrio de inter-
cambio es Arrow-Débreu.

Las formas de supuestos de convexidad son la materia de la seccion 6.
Se discuten dos de ellas, equivalentes si las preferencias son completas.
Una de esas formas afecta a la determinacidn del equilibrio del consumidor,
la otra a la convexidad de las imdgenes de la correspondencia de demanda
walrasiana generalizada. Desde luego, es importante desarrollar una teoria
de la demanda con preferencias no convexas. Para la teoria Hicks, el
camino parece estar en el andlisis de los soportes y gradientes generaliza-
dos a la Clarke (1983), como se han empezado a usar en teoria de la
produccién; véanse, por ejemplo, Cornet (1991) y Jouni (1988), entre otros.

En la seccién 7 se considera una generalizacién de la demanda Hicks:
el consumidor minimiza gasto en la cerradura del conjunto de las opciones
preferidas a la canasta de referencia, que toma el lugar del nivel “prescrito”
minimo de utilidad en la demanda Hicks ordinaria. De las ecuaciones de
estdtica comparada se obtienen algunas consecuencias acerca de la estruc-

8 Véase Starr (1969).
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tura del costo del consumidor. Entre los hechos posiblemente interesantes
estd, en primer lugar, que la funcién costo del consumidor no es, en general,
homogénea de primer grado en los precios. Por otra parte, ¢l teorema de
Shephard que establece que la demanda (Hicks) es el gradiente de la
funcidn costo no se puede extender al caso general del que nos ocupamos.

2. Axiomas sobre las preferencias

Como es usual, un consumidor es (se representa por) una pareja ( P, x),
donde P es una relacion binaria en el cono positivo R} de R". P se llamard
preferencia. Por su parte, x es un n-vector semipositivo, al que se llama
dotacioén inicial del consumidor. E! ingreso del consumidor a precios p es
el valor de su dotaci6n inicial, el escalar p’ X.°

P se entiende como preferencia “estricta” (asimétrica). Se le verd
también como una correspondencia de R}\ {0} en si mismo. x € P(y),
ye P~'(x), (x,y) € gr P son expresiones smommas quieren decir que el
consumidor prefiere estrictamente la canasta de consumo x a la canasta de
consumo y, ambas representadas por puntos en R"

En lo que sigue, para cualquier S c R", S denota el interior, S la
cerradura y conv S la cdpsula convexa de S.

Los axiomas propuestos son los siguientes:

I. Aciclicidad. P es aciclica.
II. Regularidad. Para todo x, P(x) y P~ '(x) son subconjuntos abiertos
de R".
III. Monotonfa lo largo de un semirrayo. Para todo x € R, A >y im-
plicaAx e P(ux).
IV. Propiedad arquimedea. Si x > 0, entonces para todo y existe A >0
tal que Ax € P(y).
V. Convexidad. Para todo x € R:, el conjunto P(x) es convexo.
Los teoremas siguientes se demuestran en el apéndice.

TEOREMA 1. Si valen los axiomas I-V, la funcién
1
8(x,y)=sup{rA>0l5x e PO)) 1
estd bien definida para x > 0, y 2 0.

% Las primas denotan trasposicién.
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TEOREMA?Z (Propiedad local de no saciedad para preferencias convexas).
Para todo x € dom Py toda vecindad U _de x, U N P(x)# Q.

Para preferencias no convexas, la propiedad local de no saciedad dice
que U N conv P(x) # &.

La funcién definida en la ecuacion (1) se lama calibradora exterior
de P(y).!°

No hay tal cosa como una relacion de indiferencia. En su lugar, consi-
deramos una relacién de frontera: x € dP(y). La demostracion del teorema
2 implica que oP es una relacién reflexiva.

Los sistemas de precios son funcionales lineales semipositivas. Con-
sideramos sélo sistemas de precios positivos (ningiin bien es gratuito).11 P
denotara al conjunto de sistemas de precios positivos.

DERNICIONL. La correspondencia de presupuesto para un consumidor se
define como B : P xR — R, de imdgenes'"?

B(p, w)={xe R} Ipx < w)

Desde luego, B tiene imédgenes convexas y compactas para precios
positivos. Es un hecho bien conocido que B es continua (en la topologia de
Vietoris) y que su grafica grB={(p,x) € Px R} [p’x <0} es cerrada en
la topologia producto (ordinaria). '3

Establecemos el supuesto convencional de subsistencia, de modo que
las imdgenes de P tengan interior no vacio. Dados precios positivos, es
suficiente que el consumidor tenga dotacién inicial positiva de al menos un
bien (digamos, tiempo de trabajo).

10 8(x, y) es el reciproco de la funcion distancia de Shephard; véase Shephard (1970), p-
65 y Mc Fadden (1978) p. 24. Mc Fadden [lama “funcidn distancia™ a la calibradora g, con sus
argumentos intercambiados. La terminologfa que se adopta en este trabajo procura ser mas
cercana a la que se usa en la literatura de andlisis convexo.

En caso contrario, el conjunto factible para el consumidor no es compacto y st

problema de 6ptimo no es soluble.

12 ‘@ : § > T denota que @ es una correspondenciade Sa 7: parax € S, ¢(x) c T.

13 Débreu (1959), pp. 63-65.
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3. La demanda walrasiana generalizada

DEFINICION2. La correspondencia de demanda walrasiana generalizada
se define como § : P x R? — R, de imdgenes

E(p, ) = {x € B(p, ®) | P(x) " B(p, w) =D}

Una seleccién de & es una funcion de demanda walrasiana generali-
zada.

Dados los axiomas I) a V), x° es un P—maximal en B( p, w) si y sblo si
maximiza a g(x, y) respecto a x bajo p’x = .

Consideramos entonces la maximizacion de g(x, y) respecto a x bajo la
restriccion p’x = @, donde ® es el ingreso del consumidor, exégeno y por
tanto independiente de precios y de la canasta de referencia. Esta a su vez,
depende de precios € ingreso: el consumidor “reacomoda’ sus aspiraciones
al cambiar los precios y el ingreso. Si la canasta de referencia no depende
de los precios ni del ingreso, como la calibradora para y constante es una
funcidn utilidad, la teoria coincide con la neocldsica.

La demanda walrasiana generalizada definida en esta forma es el punto
en el que el plano de presupuesto es tangente a la frontera del conjunto de
preferencias, subconjunto del de opciones preferidas a la canasta de refer-
encia que sea “mds interior” a este Ultimo: es decir, se trata de buscar un
z € P(y), el “mds alto posible” (el mds lejano de dP(y)), tal que el plano de
presupuesto, p'x = o sea tangente a 3P(2).

Considérense las condiciones de primer orden:

dg _
r’x=m 3

Las derivadas anteriores existen y son funciones continuas de x, puesto
que g es céncava en x: una funcién céncava en R” es de clase C' en el
interior de su dominio, salvo por un conjunto de medida cero.'* Sin embar-

14 Véase Rockafellar (1970), p. 246.
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go, para proseguir con el analisis de estdtica comparada necesitamos hacer
explicito un supuesto minimo de suavidad:

Supuesto de suavidad: g es de clase C2 en x en casi todo el interior de
su dominio.

Usaremos una notacién cercana a la de Barten (1964): G es la matriz
hessiana de g respecto a x, H la matriz de derivadas parciales mixtas:
h,=0g/0xdy. En lo demds, los subindices denotardn derivacién: por
ejemplo, va es la matriz jacobiana de x respecto a p manteniendo y constan-
te. Se procura que, dentro de este uso, las mintisculas denoten vectores y las
mayusculas matrices: x_ es el vector de derivadas de la demanda respecto a
ingreso. El unico escalar es A, la derivada respecto a ingreso de lo que
veremos serd la aportacién marginal del ingreso al valor maximo de g.

Antes de proceder, nétese que en la demanda walrasiana A _=0. En
efecto, como g es homogénea de primer grado en x, (2) implica que:

n a ,
g(x,y)=2p,-—g=9»px=7»w

i=1 x

Al derivar, A, = (o 4 e, o,

Si derivamos ahora (2) y (3) respecto a precios, canasta de referen-cia
e ingreso, se obtienen las ecuaciones:

[G p][ X +XY X, X+ Xy, ]

PPOJI=V +NY) =N = (A + Ny,
_(I-HY, —H ~Hy, @
-x 0 1

de donde se obtiene:

AG 'pp'G~' G 'px
PG 'p  pPG'p

Xp:lG"— (3)
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-1 r~=1
x\‘=_G“H+G—{'—’(";_Gl—H (6)
: PG p
-1
. =G__€_ 7
© pGp
AG ™ 'p X
A’p__ ’ -1 - ’ -1 (8)
pG p pG p
-1
ry=HC 2 ©
, 1
pG™p
-1
A = 10
® p'G—lp ( )

Por otra parte, al usar (7), se puede escribir (5) como:
1 A , ,
XP=XG -—xx —-xx a1

que no es sino la ecuacién cldsica de Slutski-Barten, con la hessiana de la
calibradora en lugar de la hessiana de la funcién utilidad. En la misma forma,
la derivada respecto a ingreso A, _es la misma que en la teoria neocldsica;
véase ecuacion (8).
Desde luego, el cambio en 1a demanda por un cambio de precios 70 es
Xpdp, sino (Xp + X\.Yp)dp, y por un cambio en el ingreso es (x + X\v ym)dw.
Al denotar por S a la matriz correspondiente a la de Slutski

MG - %—xmx'm y notar que:
(6] .
Ay=Hx, (12)
se puede escribir
1 , 1
dx=8(- XH Yp)dp —x Xdp+(x + X SHy )dw (13)

ecuacion que difiere de su correspondiente neocldsica en los términos que
involucran en H.
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Los términos a la derecha de la igualdad en (13) se pueden considerar
COmo sigue:

1) Para y dado, S es 1a matriz de efectos sustitucién de tos cambios en
los precios. Los Hamaremos efectos directos de sustitucion.

2) Los clementos de SHY /A son efectos indirectos de sustitucién; el
efecto indirecto de sustitucion de un cambio en el precio de j sobre la
demanda de i se da via el cambio en la canasta de preferencia inducido por
el cambio en p; Un consumidor que no modifica su canasta de referen-
cia con los cambios en los precios equivale a uno con preferencias orde-
nadas, puesto que y es un vector constante.

3) El término xmx’ es el efecto ingreso de los cambios en los precios,
que desaparecen en la demanda Hicks (demanda compensada).

4) Un cambio en el ingreso @ tiene el vector de efectos directos x  y el
de indirectos - H y . El segundo tiene lugar via la adaptaci6n que el con-
sumidor hace de su canasta de referencia ante los cambios en su ingreso.

4. Dualidad y el teorema de Roy con preferencias no ordenadas

Considérese el valor maximo de la calibradora exterior de P(y) bajo p’x = o:

v(p, y, @) =max g(x, y) (14)
Prx=m

que es el andlogo de la utilidad indirecta de la demanda walrasiana ordinaria.
Como méaximo de una funcién céncava en x para cada y, v es cuasiconvexa
y monétona no creciente en p. La demostraci6n es idéntica a la correspon-
diente a la utilidad indirecta y 1o mismo sucede para su continuidad en el
interior del octante positivo dual; véase, por ejemplo, Avriel et al. (1988),
teorema 4.9.

Definase la aportacion marginal del ingreso como la aportacién de la
unidad marginal de ingreso al valor (mdximo) de g(x, y), i.e. la derivada de
v( p, y, ®) respecto a . Como en el caso de la demanda walrasiana ordinaria:

z“Z)x am

_)‘pxm
=X\

donde se ha usado (7).
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Para finalizar esta seccién, considérese el gradiente de v respecto a
precios:

(D, vy =(Dp g)'DPx" (15)

que, al tomar en cumtaquerx=Xp+Xpryal usar (5) y (6), conduce a:

g I 4 ’
D,v=Xp'SU -3 HY )~ Ap'x ¥

=— A

puesto que S =0y p'x,= 1. Las derivadas se evaldan, desde luego, en el
maximizador de g respecto a x. Excepto por la escala, la expresién anterior
es andloga al teorema de Roy. 15

5. Demanda walrasiana generalizada y equilibrio general

Para efectos de la teorfa del equilibrio general nos interesan la existencia y
las propiedades de continuidad de la correspondencia de demanda walrasia-
na generalizada &. El teorema de existencia (no vacuidad de las imdgenes)
es una consecuencia inmediata de los teoremas de Rader (1972)'6 y Bergs-
trom (1975). En pro de la completez de este tratamiento, se demuestra en
detalle en el apéndice.

TEOREMA3. Si S es compacto y P satisface los axiomas 1 y 1I, entonces
existe un P-maximal en S.

En esta seccion p € P se escalard con la condicién o=p'x=1, de
modo que los argumentos ® o X se omitirdn en las correspondencias de
presupuesto y de demanda.

'5 Ndlcse que Dp v < 0 por ser v monétona no creciente en p.
Véascp 134.
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El siguiente teorema vale para los maximales sobre un compacto de
cualquier relacién binaria con imagenes inferiores y superiores (inver-
,sas y directas) abiertas. Lo que es importante para la teorfa de la deman-
da es que se aplica igualmente a la preferencia P(.) y a su cdpsula
convexa. Se demuestra para P(.).

TEOREMA 4. Si vale el axioma I, § es (Vietoris)-continua en precios
positivos.

El teorema anterior implica 1a existencia de un cuasiequilibrio del tipo
caracterizado por Starr (1969) o Arrow y Hahn (1971).

6. Convexidad

En la teorfa neocldsica, en la que las preferencias son completas, el
complemento de P(x) es la cerradura de P~'(x); en la misma forma,
P~ %(x) = P(x). En tal caso, el axioma IV equivale al siguiente:

[Va) Convexidad de P~ '°.] P~ '“(x) es convexo para todo x.

El axioma V implica que g(., y), como se define en (1) es la calibradora
exterior de P(y). Por su parte, Va) implica que P~' es cuasicéncava
como correspondencia; de este modo P es cuasiconvexa, de donde se
obtiene la convexidad de las imdgenes de la correspondencia de demanda
walrasiana generalizada &. Esto, junto con el teorema de continuidad, im-
plica, por el teorema de seleccién de Michael, la existencia de funciones
continuas de demanda generalizada Marshall.

Considérese el conjunto de nivel

S,={ylgy)sa}={ylgx/a,y)st}.

Entoncesy e S siysolosix/o ¢ P(y), de modoque S =P~ l¢(x / ar). Por
el axioma II, g debe ser semicontinua inferior en y, y si vale IVa) o las
preferencias son completas, g es también cuasiconvexaen y.

En la préxima seccién se discuten algunas consecuencias de la no
convexidad de las preferencias, ya no para el equilibrio general sino al
nivel del consumidor.
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7. Demanda Hicks generalizada y la funcién costo del consumidor

DEFINICION3. x € R” es una demanda Hicks generalizada a precios p y
canasta de referencia y si p’x = inf p’z bajo z € P(y).

DEFINICION4. C( p, y) = inf p’z es la funcion costo del consumidor.
ze P(y)
Denotamos la demanda Hicks generalizada a precios p y canasta de
referencia y por x( p, y). Finalmente, para cualquier conjunto S — R , N(S)
esel cononormalde S: N(S)={plxe S= p'x<+oo}.

TEOREMAS. Si P (y) es convexo, x € R’ es una demanda Hicks gene-
ralizada a precios p y canasta de referencia 'y si y solo si es un p-subgra-
diente de C en el punto ( p, y). Bajo el mismo supuesto de convexidad,
el conjunto {p e ~ N(P(y)) "Plx(p,y)} no es unico tiene medida
cero.

Nos interesa la diferencia entre una demanda Hicks generalizada
x(p, y) cuando P(y) es convexo vs. cuando no lo es. Por lo pronto, para una
canasta de referencia dada, supondremos tnica la demanda Hicks generali-
zada a precios p; véase teorema 5.

Como
infx € conv P(y) px< infx € P(y) P,
el consumidor con preferencias convexas es “mas eficiente” que el que no
las tiene. Podria verse la diferencia como un costo de no desear ciertas
mezclas (jcosto del buen gusto?).17

Sea x° el minimizador de p’x en P(y). El minimizador en conv P(y)
es 20 la proyeccién ortogonal de x° en @ conv P(y) que, como coincide
con la proyecci6n ortogonal de x° en el plano {z | p’z = constante}, tangen-
te a (soporte de) conv P(y) en 2%, es de la forma z®=x%+8p, donde
g(x® + 6p, y) = 1. Ciertamente:

17 Véase Mc Fadden (1978) acerca de la “pérdida de informacién” debida al hecho de
que la misma estructura de costos corresponde a varias tecnologias de produccién bajo
supuestos mds débiles de convexidad.
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_PE-xY
hp I

_C(p.yp) - px°
Ihp 112

<0

0 = 8( p, x°) se puede ver como una medida de la “ineficiencia” del consu-
midor a precios p.

Bajo la hip6tesis de convexidad, x( p, y) es una demanda Hicks genera-
lizada a precios p y canasta de referencia y si y sélo si:

p'x(p,y)= min pz (16)
gz, =1

Si y es independiente de p, el anilisis formal de la funcién costo del
consumidor seria idéntico al (neocldsico) de la funcién costo del productor
con produccién conjunta.'® En tal caso, C serfa una representacién dual de
preferencias ordenadas. En efecto, C es la funcién soporte por abajo de
P(y), céncava en p para cada y. Asi, g(., y) es la funcién soporte del polar
superior de P(y), cuya calibradora exterior es precisamente C(., y). Pero
sabemos que, si y es independiente de los precios, para cada y, g(., y) es una
funcién utilidad.

Considérense ahora las condiciones de primer orden para el minimo
de p’x bajo g(x, y) = 1.

ag
ax

glx,y)=1

p=A=s>

Antes de derivarlas respecto a p y a y, nétese que, como el minimo
C(p,y) es una funcién homogénea de primer grado en p, el teorema de
Euler implica que su valor es A y, por tanto, XX= p, para x=x(p,y). Si
usamos esto, se obtienen las ecuaciones de estdtica comparada:

18 Véase, por ejemplo, Mc Fadden (1978).
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MG+pp' p XI’ + X,\'Yp X_v
p 0]l- (K’p + k",Yp) - )»'_‘.

A - vyyp - \H
—AgY, g

a7

Obviamente, las derivadas se evaldian en el minimizador de p’x bajo g(x, y) = 1

La homogeneidad de primer grado de la calibradora g en x implica que
A= C(p, ¥(p)), 1o que a su vez implica que A _=p. Sustituyendo en (17) se
puede proceder a obtener las soluciones:

-1, 7~-1

x =Lg-1_ Q_EI% (18)
P A }\,p'G p
~\p'G-'H MGT'pg
X =-G-'H+Z f”’_Gl H_ e (19)
Y PG p p’G™p
-1
= LG:E (20)
pPG™p

__¥HGTp M, @1

Y PG pGTp

de donde a su vez se obtienen las relaciones fundamentales:

X == (kXp H+ Xp g"‘ HXya) 22)
vz k(H?k.p + (xgy) 23)
p’Xp =0 24)
PX,=-hg (25)

v

(24) es la condicién de homogeneidad de grado cero de la demanda respecto
aprecios para cada canasta de referencia. La demanda Hicks generalizada
no es, en general, homogénea de grado cero en precios:
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PX,+XY)==2g Y,

La ecuacién (18) dice que, dada una canasta de referencia, la deman-
da Hicks generalizada es demanda compensada, lo que no es de extranar
porque no se estd tomando en cuenta explicitamente la depen-dencia de y
respecto a los precios y la ecuacién coincide entonces con la correspon-
diente de Barten para una demanda Hicks ordinaria. El efecto completo de
un cambio en los precios sobre la demanda de los bienes, X +X Y es
ahora:

DX=X +XY
I P yp 7\.
=X, - k(XH+ g’)Y

El segundo término a la derecha de ambas ecuaciones es el efecto indirecto
de sustitucién, via el cambio que el consumidor hace en su canasta de
referencia cuando cambian los precios. Recuérdese que también en la de-
manda Marshall aparece un efecto indirecto de sustitucién aparte del efecto
ingreso.

Como parte de la descripcién de la racionalidad de un consumidor, el
cambio en la canasta de referencia ante un cambio en los precios parece
razonable, mds que lo que seria un andlogo literal en ia demanda Hicks
ordinaria, esto es, un cambio en el nivel deseable de utilidad, que llevaria a
minimizar p’x bajo u(x) 2 o{p). La formulacién Hicks ordinaria parece mas
bien una (buena) metdfora de la formulacién generalizada objeto de este
trabajo.

La derivada completa de A respecto a p es:

2v7
)\,G_l }\.y
Dpk=kp+};'ky=p,c_,i— ,Gf, (HG'p-dg) (26

yse concluyc que C es homogénea de primer gradoenp,si, Y P= =00 bien
HG 'p)= 8, La primera es una condicién econdmica que se explora en
seguida. La segunda es una condicién sobre la forma de la calibradora; y no
nos ocuparemos de ella.
Otro punto importante es el siguiente: el teorema de Shephard que dice
que la derivada de la funcién costo respecto a p;es 1a demanda del bien j 50
vale en este contexto. En efecto:
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D C(p.y(p)) =x(p, y(p)) + (X, + X Y )'p
=x(p,y(p) —AY) g, 27

si usamos (19) y (24). El teorema de Shephard vale si Y 8,= =0, que refiere
al caso neocldsico, en donde ¥,=0, o bien impone de nuevo una condicién
sobre la forma de la callbradora cuando y depende de los precios.

7.1. Un caso especial

Puede ser tentador hacer, en pro de la simplicidad, el supuesto de que cuando
los precios cambian, el consumidor cambia la canasta de referencia y la
canasta realmente demandada en la misma forma. Por ejemplo, en un
modelo empirico en el que la canasta de referencia es el consumo desfasado,
el supuesto implica que las derivadas respecto a precios permanecen cons-
tantes en el tiempo.

Una primera consecuencia de la igualdad Y X esquep’Y =0y por
lo tanto que la funcién costo del consumidor es homogenea de primer grado
en los precios. Otra es que (27) toma la forma:

‘G- 1
D,C(p,y(p)=x(p.y(p)~G~' (1— EP—,G_I ]g‘.
p p)-
y vale el teorema de Shephard si 8y evaluada en y( p) es proporcional a p. En

este caso, gf es vector caracteristico de pp’G ~ !, asociado a su tinica raiz no
cero, p'G

7.2. Integrabilidad

Se muestra que, en general, 7\, o Ayp’, y entonces la funcién costo no se
puede obtener integrando las ecuamones de estdtica comparada.
Al derivar en (20) respecto a y y en (21) respecto a p se obtiene:

_ A S N P 1,
)L”"_(p'G_lp)z (G~ ' pp'G 'H+ AG pg")

-2 x+6'm) (28)
pLG-p -
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_ )\.2 1. rp~=1 7y —1 3
xyp—w(—HG ppG +)\.gva )+)\' KYP

=N _+MKY 29)
Py 14

donde K es la matriz hessiana de g respecto a y. Asi, lyp = X’pv si Yp =0, ie.,
en el caso equivalente al de preferencias ordenadas. ’

Apéndice
Demostraciones de los teoremas

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Sean x>0 y y2>0. Por el axioma III,
0 € P~ (y), abierto por el axioma L. De este modo, para algin € > 0 se tiene
que ex € P~ !(y) c P(y)°. Por el axioma IV, Ax € P(y) para algtn A > 0.
Entonces, el segmento [ex, Ax] contiene puntos en pre f{y) y puntos fuera de
P(y) y, por tanto, intersecta a la frontera de P(y). Por una propiedad bien
conocida de los conjuntos convexos,!® el punto de interseccién es tnico,
obviamente de la forma A x. Ciertamente, g(x, y) = A ! ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Por el axioma III, si A<,
Axe P~ l(x) c P(x),y sid > 1 entonces Ax € P(x). Por el mismo argumen-
to que demostré el teorema 1, algin lox es punto de frontera de P(x). Las
primeras aserciones de esta demostracion y el axioma II implican que
A=1 ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3. Necesitamos dos lemas previos:

Lema 1. Si las imdgenes de P son abiertas, también lo son las de su
cdpsula transitiva P*.

DEMOSTRACION. Como gr P2 = U, PO)x P~ !(») es un conjunto abierto en
R} x RY, como proyeccién de un abierto, P(x) es abierto para todo x. Por
-~ induccidn, P*(x) es abierto para todo x y todo n. Como y € P"(x) si y s6lo si
-y.€ P"(x) para algiin n y, para todo n, P"(x) c P"(x), si y € P*(x) existe un

19 Véase Nikaidé (1970), p. 185.
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subconjunto abierto de P*(x) que contiene a y, de donde, para todo x, P*(x)
es abierto. La demostracién para P*~' es idéntica. [ ]

LeEMA2. Si x° € S es un P*—maximal en S, entonces es un P"—maximal en
S para todo n.

La demostracion es evidente.

DEMOSTRACION DELTEOREMA. Por el lema 2, si el teorema se demuestra para
P* queda demostrado para P. Procedemos entonces a demostrarlo para P*.
Supéngase que el teorema es falso para P*. Entonces, para todo x € S hay
al menos un y € P(x) N S, esto es, existe y € S tal que xe P*~!(y). Se
concluye que {P*~!(y)ly e S} es una cubierta abierta de S. Como S es
compacto, existeny' , ..., y", talesque {P*~!(y*)1k=1,..., r} cubreaS,
o sea, paratodo x € Sexiste k, 1 < 1k<r, tal que xe P*~'(y%), lo que vale
en particular parax=y',... x=y".

Esto ultimo se puede poner como sigue: para todo k existe j tal que
y/ e P*(y*). Como P’ es transitiva y aciclica, es irreflexiva y, por tanto, en
la frase anterior j # k. Como r es finito, y/ € P*(y*) paraj # k implica que,
eventualmente, y/ € ( P*)"(y’) para algin n < r. Pero ( P*)" = P*, de modo
que se viola la irreflexibilidad de P*.

Se concluye que al menos un x° € S no est contenido en ninguno de
los conjuntos P*~!, esto es, P*(x®) no contiene a ningiin elemento de S.
Ciertamente, 1® es un P"—maximal en S. [ ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA4.20 1. Semicontinuidad inferior. Supén-
gase lo contrario. Entonces existe un conJunto cerrado S < R}, tal que
EXS) = {p € PIE(p) < S} noescerrado. Sea {p*} una sucesién convergente
de vectores de precnos cuyas imagenes estdn contenidasen S : £( p*) < S para
todo &, p* — p°, pero E(p°) N S° 2 B. Seax® € E(pY) N S~ ;
Desde luego, $¢c &(p*)° para todo k, de modo que x° ¢ E(pY), i.e.,
P(2®) N B( p*) # @ vale para todo k # 0. Como f(p*) # @ podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que para todo k #0 existe y* e P(x%) tal que

20 ge recuerda al lector que una com:sp)ndencta @es cop(mua enel sentido g Vietoris
si es semicontinua superior e inferior, ie. si los conjuntos ¢*(5) = {x1 Q(x)'c S}y
P ={x1p(x) NS+ @) respectivamente, son abiertos para Sabierto, En la derﬂnswxlén :
se usa el hecho de que (¥(S))° = @+(S) y (¢+(S))° = ¢*(5°). Para detalles véase, por ejemplo,
Klein y Thompson (1984), capitulo 7.
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p’*y*% < 1. Como y* es una funcional lineal continua en P, p* — p° implica
que p%y*<1, ie., y¥e B(p® para todo k. Pero y¥e P(x*), asi que
B(PH NP =D i. e, x° & E(p°), contrario a su definicién.

2. Semicontinuidad superior. B es continua y

&(p) = {x e R} | P(x) " B(p) =B} N B(p),

de modo que para todo p, §( p) < B(p). Esto implica: i) & tiene imégenes
compactas para precios positivos y ii) para todo p, E(p) =E(p) N B(p).
Como la interseccién de una correspondencia de gréafica cerrada e imagenes
compactas con una semicontinua superior es semicontinua superior?! si
se hacen I'={(p, x) € PXR] | P(x) N B(p) = B}, serd suficiente demos-
trar que T es abierto.

Sea (p, x) € T¥, es decir, P(x) N B(p) #B. Como B es semicontinua

inferior y P(x) es un conjunto abierto,
B, (P()={pe PiB(p) N Plx)* D)

es abierto, de modo que, para todo p € B (P(x)) existe una vecindad W, tal
que g € W, implica P(x) N B(g)# D y, como ﬁ( p) 3y P(x) es abnerto,
esto a su vez implica que ﬁ(q) NPx)#D, i.e, xe P (B(q)) para todo
qge W

Como P es semicontinua inferior, P, (ﬁ(q)) es abierto y existe una
vecindad de x, digamos U,, tal que y € U, 1mphca y € P (j}(q)) si es que
g € W,. De esta manera, para cada pareja (g, y) € Wx U, P(y) " Bg) =2,
i.e,(qgy)eT" ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5. Como x(p, y) minimiza p’z para z en la
cerradura de P(y), un hiperplano de normal p soporta a P(y) en x 22 Por
dualidad, un hiperplano de normal x soporta al polar superior de P(y) en p.
Pero este 1ltimo no es sino el conjunto de nivel o = p’x( p, y) de la funcién
costo. Esto demuestra la primera asercion.

La segunda se deriva, para cada y, del hecho de que C es céncava en p,
por lo tanto derivable salvo por un conjunto de medida cero.?? [

2 Veasc una demostracién en Ichiishi (1982), pp. 35-36.
Dxremos que H soporta al abierto C en x € dC si soporta a su cerradura en ese punto.
23 Vease por ejemplo Rockafellar (1970), p. 244.
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