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1. Introduccién

El tamafio considerable que han alcanzado los mercados de opciones
financieras, se debe en gran medida a la flexibilidad que estos instru-
mentos proporcionan a sus usuarios para entrar o salir rapidamente
del mercado debido a la liquidez que generan (i.e., siempre es posi-
ble encontrar compradores y vendedores) y al apalancamiento que
presentan (i.e., la inversién inicial es pequefia comparada con la de
otros instrumentos). Las opciones, y en particular las que se refieren
a titulos de capital, son herramientas ttiles que permiten a los inver-
sionistas administrar el riesgo de mercado con costos bajos. Ademaés,
cuando las transacciones se llevan a cabo en bolsas de opciones, el
riesgo contraparte es minimo debido a la asociacién del mercado con
una cdmara de compensacién y liquidacién que garantiza el cumpli-
miento de las obligaciones adquiridas por las posiciones cortas (i.e.,
los emisores de opciones de compra o venta).

En la valuacién de productos derivados, el supuesto de que la
variable subyacente sigue una distribucién lognormal, o que su tasa
de crecimiento sigue una distribucién normal, es muy comin. En
particular, es usual suponer que las variables financieras siguen un
movimiento Browniano geométrico. Sin embargo, existe evidencia
empirica de que la mayoria de las variables financieras, incluyendo el
precio de diversos activos, no se comportan de acuerdo con una dis-
tribucién lognormal. De hecho, dichas variables casi nunca se com-
portan de acuerdo con distribuciones teéricas cominmente conocidas.
Por ejemplo, las distribuciones empiricas de los rendimientos diarios
de varios de los titulos que cotizan en el mercado mexicano de capi-
tales presentan, en general, sesgo y exceso de curtosis, y no siempre
es posible ajustar una distribucién teérica simple. En el trabajo de
Ramirez Sanchez (2001) se ajustan mezclas de distribuciones nor-
males a los rendimientos diarios de varias de las principales acciones
que cotizan en bolsa, y se destaca que el rendimiento diario de estos
titulos dificilmente puede ser descrito con sélo una variable aleatoria
normal.

En este trabajo, a diferencia de Ramirez Sdnchez (2001}, estamos
particularmente interesados en estudiar subyacentes que pueden ser
descritos con una mezcla de una variable lognormal con un proceso
de Poisson. Una de las principales caracteristicas que distingue a los
mercados financieros es que ocasionalmente se presentan movimientos
inesperados (auges o caidas). Estos movimientos ocurren con mayor
frecuencia de lo que se esperaria bajo el supuesto de una distribucién
lognormal, incluso con una volatilidad razonablemente moderada.
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En el analisis de datos financieros, cuando se compara una dis-
tribucién estandarizada empirica con una distribucién normal estan-
dar, se observa con frecuencia que la cresta de la distribucién empirica
es més alta. Dado que ambas distribuciones tienen la misma desvia-
ci6én estandar, es decir, los mismos puntos de inflexién, entonces las
colas de la distribucién empirica tienen necesariamente que ser més
anchas para compensar el drea de la cresta, que en ambos casos tiene
que ser igual a uno. La cresta més alta significa que existe una proba-
bilidad més grande de movimientos pequefios que la de una variable
aleatoria con distribucién normal. Por otro lado, debido a las co-
las més gordas (o pesadas) de la distribucién empirica, se tiene una
mayor probabilidad de que ocurran valores extremos en comparacién
con la distribucién normal. En este caso, si la distribucién normal se
mezcla con una distribucién que genere movimientos extremos en el
rendimiento del titulo, se producirdn colas més pesadas y se tendria
una mejor aproximacién a lo observado. A este respecto, en el pre-
sente trabajo, se lleva a cabo un analisis estadistico detallado del
comportamiento de los precios y rendimientos diarios de los titulos
de capital de GCARSO.

En los dltimos afios, el anélisis financiero ha experimentado una
serie de cambios y transformaciones que han modificado la forma de
disenar portafolios. Estos cambios han fomentando el uso de proce-
sos estocasticos como herramienta bésica para modelar el compor-
tamiento de los variables financieras y sus derivados. Vale la pena
mencionar, al respecto, los articulos seminales de Merton (1971),
Black y Scholes (1973) y Cox y Ross (1976). Contribuciones més re-
cientes en la valuacién de opciones sobre acciones, indices bursatiles
y divisas se pueden encontrar en Bjork (1999); Bjerksund y Stensland
(1993); Reiner y Rubinstein (1991); y Turnbull y Wakeman (1991).
En cuanto al modelado de tasas de interés y sus derivados, se desta-
can los trabajos de Hull y White (1993) y (1990); Heath, Jarrow y
Morton (1992); Black, Derman y Toy (1990); Nelson y Siegel (1987);
Ho y Lee (1986); Cox, Ingersoll y Ross (1985); y Rendleman y Bartter
(1980).

Las estrategias de cobertura desarrolladas con el analisis basico
de Black y Scholes (1973) son titiles sélo cuando el riesgo de mercado
esta asociado a un proceso de difusién, entre otros supuestos tipicos
del modelo. Sin embargo, si se agrega una componente de saltos, las
coberturas presentan problemas de unicidad con la distribucién para
valuar (de hecho, existe un nimero infinito de distribuciones), lo que
conduce a una situacién de mercados financieros incompletos.! En

! Sobre mercados financieros incompletos, véanse, por ejemplo, el trabajo
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este caso, se establecen supuestos, en general restrictivos, para elegir
una distribucién a fin de estimar coberturas. Otra posibilidad para re-
solver esta limitacién del esquema bésico de Black-Scholes consiste en
disefiar coberturas que minimicen la varianza del valor del portafolio.
Sin embargo, las complicaciones técnicas surgen en la practica con los
supuestos estandar para la determinacién de una martingala equiva-
lente minima, asi como con la estimacién de estrategias de cobertura
mediante soluciones numéricas de una ecuaciéon diferencial parcial o
una ecuacién diferencial-integral.

En este trabajo, se presentan dos modelos de cobertura con opcio-
nes europeas cuando el precio del activo subyacente es conducido por
un proceso de difusién con saltos. En el primer modelo, el precio de la
opcién se calcula como la media de los precios de opciones que cubren
saltos secuenciales. En el segundo modelo, el precio de la opcién
se determina mediante la minimizacién de la varianza del valor del
portafolio. A manera de ilustracién, se estiman estrategias de cober-
tura para el caso de las acciones de GCARSO y se investiga sobre la es-
tabilidad de las estrategias ante cambios en los parametros relevantes.
Las estrategias de cobertura se estiman numéricamente mediante sub-
rutinas y procedimientos simples en Mathematica o MATLAB. 2 Otra
posibilidad para modelar saltos en la dindmica del subyacente y va-
luar numéricamente sus derivados, se encuentra en el trabajo de Naik
(1993) en donde, en lugar de considerar saltos desde los precios, lo que
salta es el pardmetro de volatilidad. Las principales caracteristicas
de nuestras estimaciones son: 1) el rebalanceo en la composicién del
portafolio se lleva a cabo con modificaciones simples en el sistema
de ecuaciones resultante; 2) las estrategias se actualizan en forma in-
mediata cuando hay méas informacién disponible sobre expectativas y
condiciones del mercado; y 3) el proceso de valuacién numérica per-
mite analizar coberturas de volatilidad extrema en presencia de colas
pesadas.

Existe una tendencia creciente en la literatura en cuanto al em-
pleo de procesos de difusién con saltos. En finanzas internacionales se
encuentran los trabajos de Venegas Martinez (200a) y (2001), Vene-
gas Martinez y Gonzalez-Aréchiga (2000b), Svensson (1992), y Penati

seminal de Arrow (1963) y, mas recientemente, Lamberton y Lapeyre (1996) y
Bingham y Kiesel (1998).

2 Véanse, por ejemplo, Shaw (1998) sobre valuacién de derivados utilizando
Mathematica; Hanselman and Littlefield (1998) sobre soluciones numéricas de
ecuaciones diferenciales en MATLAB; Kloeden y Eckhard (1992) sobre soluciones
numéricas de ecuaciones diferenciales estocéasticas; y Wilmott, Dewynne y Howi-

son (1993) sobre métodos numéricos para la valuacién de opciones.
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y Pennacchi (1989). En economia financiera, se tienen los trabajos
de Ahn y Thompson (1988), Jarrow y Rosenfeld (1984), Malliaris
y Brock (1982). Asimismo, en la valuacién de productos derivados
se destacan: Tapiero (1998); Wilmott (1998); Lamberton y Lapeyre
(1996); Bouleau y Lamberton (1989); Félmer y Sonderman (1990); y
Merton (1976).

Este trabajo se encuentra organizado como sigue. En la seccién
dos, se examina la evidencia de colas pesadas en el rendimiento diario
de la accién de GCARSO. En la 3, se introduce el proceso de difusién
con saltos para modelar colas pesadas. En el transcurso de la cuarta,
se presenta el planteamiento general del problema de cobertura con
saltos de Poisson. En la seccién 5, se estiman estrategias de valor
medio con respecto al proceso de Poisson. En este caso, se hacen
varios supuestos sobre la distribucién de valuacién a fin de estimar
numéricamente estrategias de cobertura. En la 6, se estiman estrate-
gias de cobertura de varianza minima. Por tltimo, en la seccién 7, se
presentan las conclusiones, se establecen las limitaciones y ventajas
del método propuesto y se mencionan algunas lineas de investigacién
futura. Un apéndice contiene detalles técnicos sobre el lema de It6
aplicado a procesos de difusién con saltos.

2. Evidencia de saltos (colas pesadas)

En esta seccién se analiza la dindmica de los rendimientos diarios de
los titulos de capital de GCARSO. En particular, estamos interesados
en ver que tan lejos se encuentra su distribucién empirica de una
distribucién normal y que tan cerca de una mezcla de una varia-
ble normal con un proceso de Poisson. En la grafica 1, se observa
el comportamiento del precio ajustado de la accién GCARSO en el
periodo comprendido entre el 4 de enero de 1993 y el 23 de marzo del
2000. En la grafica 2, se compara la distribucién empirica normali-
zada del rendimiento diario de la accién con la distribucién normal
estdndar. Se observa que la cresta de la distribucién empirica es
notablemente superior a la de la distribucién normal. Dado que ambas
distribuciones tienen la misma desviaciéon estandar y la cresta de la
primera es mayor, la distribucién empirica tendra, necesariamente,
colas mas pesadas.
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Grafica 1
Comportamiento del precio del titulo GCARSO
(4 de enero de 1993 - 28 de marzo del 2000)
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Grafica 2
Distribucidn empirica normalizada del rendimiento diario
del titulo GCARSO A1 y la distribucién normal estdndar
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La diferencia entre las distribuciones, observada en la grafica 2,
es tipica en muchas variables financieras. La distribucién empirica
tiene una cresta mas alta que la de una variable aleatoria con dis-
tribucién normal, lo mas importante es observar que las colas de la
distribucién empirica son mdas pesadas y debido a ellas se tiene una
mayor probabilidad de que valores extremos ocurran en comparaciéon
con la distribucién normal. En este caso, si la distribucién normal se
mezcla con una distribucién que genere movimientos extremos o saltos
en el valor del rendimiento del titulo, se producirian colas mas pesadas
y se tendria una aproximacién mads realista del comportamiento del
rendimiento del activo.

Grafica 3
Grifica Q-Q del rendimiento diario del titulo GCARSO.

La grafica 3 es llamada grafica Cuantil-Cuantil o grifica Q-Q.
Esta gréafica nos proporciona otra forma de visualizar la diferencia
entre una distribuciéon empirica y una distribucién normal, particu-
larmente cuando se esta interesado en la deteccién de colas pesadas.
Esta grafica se elabora como sigue: se ordenan los rendimiemtos ob-
servados en forma creciente, denotados como R, con un indice t que
va de 1 hasta T. Luego se obtienen los valores (argumentos) @; de
la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria nor-
mal estdndar que proporcionan el valor (¢t — 0.5)/T. Por ultimo, se
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grafica cada punto (Qq, Rm). Cuando la curva que une los puntos es
una linea recta, el supuesto de normalidad de las observaciones R
podria ser el correcto. Sin embargo, en el caso examinado la curva
est4 lejos de ser una recta debido a la presencia de colas pesadas.

Gréfica 4
Diferencia entre la distribucidn acumulada de los rendimientos
diarios de GCARSO Al y la distribucion normal estdndar.
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Finalmente, la grafica 4 muestra la diferencia entre la distribu-
cién acummulada de los rendimientos de la accién de CCARSO Al y la
distribucién acumulada de una variable normal estandar, en donde se
observa una mayor variabilidad alrededor del origen.

3. Procesos de difusién con saltos

En los ltimos anos, la ingenieria financiera ha experimentado cam-
bios profundos en la forma de disenar portafolios. Fstos cambios
han abierto nuevos paradigmas que resaltan la importancia de la ex-
posicién a distintos riesgos financieros. listos paradigmas, en gene-
ral, han abierto nuevos horizontes a la teorfa y, consccuentemente,
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al empleo de herramientas mas sofisticadas que permitan una mayor
comprensién de los fenémenos financieros que presentan saltos de na-
turaleza estocastica. .

A continuacién, se define un proceso de difusién con saltos en
donde el movimiento Browniano geométrico modela cambios peque-
nos en el precio del subyacente, los cuales siempre estan presentes, y
el proceso de Poisson modela cambios extremos e inesperados en el
precio del subyacente, los cuales ocasionalmente ocurren. Este tipo
de procesos es de gran utilidad en el modelado de colas pesadas.®
Considere un proceso estocastico dg; que satisface:

1 con probabilidad Adt + o(di),

dq o=t
’ 0 con probabilidad 1 — Adt + o(dt).

en donde o{dt)/d¢t — 0 cuando d¢t — 0. Maés precisamente,

Pr{un salto de tamano | durante dt} = Pr{dg, = 1}
= Adt + o(dt),

mientras que
Pr{ningtn salto durante d¢} = Pr{dg, = 0} = 1 — Adt + o(dt).

Por lo tanto, existe una probabilidad finita de que ocurra un
salto en un tiempo finito. Note que E[dq;] = Adt. Observe también
que se tiene una probabilidad Adt de un salto en ¢, de tamartio 1 en
el instante dt. El pardmetro A es conocido como la intensidad del
proceso de Poisson y define el nimero medio esperado de saltos por
unidad de tiempo.

El proceso de Poisson puede ser incorporado en un modelo de
difusién de un subyacente P de la siguiente forma:

d[)t:‘uptdt+UPtdZt -+ VPLd(IU (1)

en donde el pardmetro que define la tendencia, p, representa la media
esperada del rendimiento condicional en que ningun salto ocurra; o es

3 Otra alternativa para describir colas pesadas es a través del uso de modelos
de volatilidad estocastica. Véanse, por ejemplo: Avellaneda, Levy y Paras (1995);
Ball y Roma (1994); Fouque, Papanicolaou y Sircar (2000); Heston (1993); Hull
y White (1987); Renault y Touzi (1996); Stein y Stein (1991) y Wiggins (1996).
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la desviacién estandar o volatilidad del rendimiento condicional en que
ningin salto ocurra; y 2; es un proceso de Wiener estandarizado, es
decir, z; tiene incrementos temporales independientes y dz, satisface
E[dz] = 0 y Var[dz] = dt. Se supone que los procesos dz; y dg; no
estdn correlacionados entre si. Si hay un salto, es decir, si dg; = 1,
entonces P; inmediatamente toma el valor P,(1 + v), con lo que se
puede modelar un incremento brusco en el rendimiento de una accién.
En lo que sigue se supone que v, el tamafio del salto, es una variable
aleatoria independiente de dz, y dg;.

Finalmente, nétese que el proceso estocastico log(P;), asociado
con (1), estd dado por:

dlog(P;) = (1 — 30?) dt + odz; + log(1 + v)dgy, (2)

lo cual es sélo una versién del proceso de difusién con salto de It
(véase apéndice A). Observe asimismo que en este caso,

t t
Pt:Poexp{( —%02)t+0/ dzu+10g(1+l’)/ dQu} > 0.
0 0

De lo anterior se desprende que el rendimiento, dlog(P;), puede
tomar valores positivos y negativos, y el nivel en el precio, P;, se
mantiene siempre positivo.

4. El problema de cobertura con saltos de Poisson

En esta seccién se presenta el problema de cobertura con opciones
europeas sobre acciones en la presencia de saltos. El planteamien-
to es consistente con la hipétesis de mercados eficientes (Fama, 1970
y Samuelson, 1965), es decir, la dindmica del precio de la accién
puede ser descrita con una martingala. En este contexto, el proceso
subyacente genera, por una parte, informacién en tiempo continuo que
afecta sélo el precio marginal y, por otro lado, de vez en cuando genera
informacién especifica de la emisora en tiempos discretos afectando
méas que marginalmente el precio del titulo.

Considerese un portafolio con «; opciones de precio c(Pe,t) y
una cantidad aj de titulos de precio P;. En este caso, el valor del
portafolio, al tiempo ¢, satisface

lIt: CXIC(PL,t) +02Pt~ (3)
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El cambio en el valor del portafolio debido sélo a fluctuaciones
del mercado es dIl; = a1dc(Py, t) + aqdPy.

Una aplicacién simple del lema de [té para procesos de difusién
con salto (véase el apéndice A) conduce a

at 8P e
+ai [e(P(1 + v),t) = c(Pr,t)] dg
+ a9 (p,Ptdt + O'PtdZt + thth) .

8 ] 8?2
dIl, = o, K_cﬂlp_c+_ 2p? C)dt+8 aPLdzt}
(4)

De manera equivalente, el cambio en el valor del portafolio en el
instante dt, esta dado por

de 4 o 9%
dHt = ) (E + 50’ Pt apg dt

0P,
+len (e(P(1+v), 1) = o(Pryt) + agv P dg,.

7] 8
- (al—-——c— + a2> nPdt + (ala—;— + 012) o Pdz ()
t

Si no existe un salto en el instante d¢, es decir, si dg; = 0, entonces
se puede seleccionar, por ejemplo, la cobertura delta definida por
a1 = 1y ag = —0c/dP, para eliminar el riesgo inducido por dz;.
Sin embargo, si existe un salto, en cuyo caso dg; = 1, entonces el
portafolio cambia de valor y la cobertura deja de ser efectiva debido
al riesgo asociado con dg;. En la siguiente seccién se discuten algunas
alternativas para administrar dicho riesgo. Observe por tltimo que
una opcién que cubra contra saltos en €l subyacente tiene que ser méas
cara que una opcién en un escenario en donde no se presentan saltos.

5. Cobertura de valor medio

En esta seccién se estiman estrategias de cobertura bajo un conjunto
de supuestos en la distribucién asociada al tamarfio del salto. Observe
primero que si se seleccionan a; = 1y ag = —8¢/J P, y se sustituyen
en la ecuacién (5), es decir, si se cubre una venta en corto del subya-
cente con una posicién larga sobre una opcién de compra, se obtiene
una estrategia parecida a las generadas por Black-Scholes (1973) para
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cubrir los movimientos de difusién. Por lo tanto, el cambio en el valor
del portafolio esta dado por:

de 5 o O?
i, = (24 Le2p2 25 ) e
ot 0Py (6)
o
+ [C(Pt(] + V),t) —_ C(Pt,t) —_ th___c d(h
OP,

En este caso, el cambio en el valor del portafolio no se comporta
completamente en forma determinista en el instante dt, ya que existe
la posibilidad de que se presenten saltos con una media esperada
por unidad de tiempo igual a A. Si se toma la esperanza de esta
expresién y se establece que el cambio en el valor del portafolio es
igual al rendimiento libre de riesgo del valor inicial del portafolio con
una tasa de interés constante, r, para todos los plazos, es decir, si
dll; = rIlidt = r(a1c(Pt, t) + agPy)dt, entonces

o 0? d
0=25 + %UQPLQ——%- + rPt——E- —rc
ot AP P, )
oe
£ AB[(P(L+ v),0)] = Ae(Put) = A PE L]
t

con las condiciones de frontera ¢(0,t) = 0y ¢(P;,0) = max(P, — X, 0)
donde X es el precio de ejercicio de la opcién. En este caso, clara-
mente la ecuacién anterior no puede ser llevada a través de transfor-
maciones a la ecuacién de calor, como en el caso de Black-Scholes.
Debido a la presencia de E[v], esta ecuacidn es del tipo diferencial-
integral, la cual presenta complicaciones técnicas para su solucién y,
en general, requiere de métodos numéricos (en particular, métodos
de transformada de Fourier) para calcular soluciones aproximadas y
examinar el comportamiento de ¢(P;,t). No obstante, un punto im-
portante que hay que destacar en la ecuacién (7) es que su naturaleza
es no-local, es decir, dicha ecuacién relaciona los valores de la opcién
con valores distantes de Py, a pesar de s6lo tener derivadas locales.
Por supuesto, el valor de la opcién en este momento depende de los
saltos en el instante dt.

Vale la pena destacar también que si v es determinista y suficien-
temente pequeha, entonces la cobertura delta, es decir, la cobertura
con ay = —dc/dP;, proporciona, en términos generales, una pro-
teccion adecuada aun cuando se presentan saltos ya que



LOS TITULOS DE GCARSO 215

(Pl +v),t) —c(P,t) e
I/Pg - (9Pt

En este caso, el coeficiente de dg, en (6) es casi nulo. Finalmente,
note que cuando A = 0, la ecuacién (7) se reduce simplemente, como
era de esperarse, a la ecuacién diferencial parcial parabélica de Black-
Scholes.

Otra alternativa para reducir el riesgo de mercado generado por
los factores dz; y dg¢, con base en la ecuacién (5), seria resolver el
siguiente sistema de ecuaciones

dc | 0
L
Ngp, T2

ar{c(P(l +v),t) — (P, t)) + azv P = 0.
Se contemplan los siguientes casos:

1) Si a1 = 0, entonces as = 0, lo cual no resuelve el problema de
cobertura.

2) Si a1 # 0, entonces

de
= —a]—.
a2 L5P,

Después de sustituir la expresion anterior en (5) e igualar el re-
sultado con el retorno libre de riesgo del portafolio se obtiene

dc

- 8P,

¥ [@mu 1008 = e(Pat)) = 250p,| da.

Esta Gltima expresion conduce de nuevo a la ecuacién (7). Una
posibilidad para determinar ¢(P;,t} consiste en definir una sucesién
de variables aleatorias Y, que tienen la misma distribuciéon que el
producto de n variables independientes e idénticamente distribuidas

a v, donde Yy =constante. En este caso particular, la solucién de la
ecuacién (7) con las condiciones de frontera

c(0,t) =0, y e(Pt,0) = max(P, — X, 0),
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estd dada por

i exp(—At)(A¢)™

C(Pt,t) = n'

E [CBS (PiYnexp(—2E[]t), t; o2 r)] ,

n=0

donde ¢, () es la solucién bésica de Black-Scholes. La ecuacién an-
terior proporciona un valor medio, c(P,t), de las primas esperadas,
Elcgs ()], con respecto a una distribucién de Poisson con media At.
Dicha ecuacién permite, para n suficientemente grande, calcular solu-
ciones aproximadas en forma sencilla ya que las funciones de densi-
dad asociadas a la sucesién {Y},,} son simples de calcular. En el caso
particular de que v tenga distribucién lognormal con media E[v] y
desviacién estandar o', se sigue que Y, se distribuye también log-
normal con desviacién estandar no' y E[Y,] = expinlog(l + E[v])],
entonces la valuacién de la opcién europea es

2. exp(=At) (A )"
C(Pt:t) = Z —(——TL—')(—__)_CBS [Pty t;o—rgu Tn] ) (8)
n=0 :

donde 02 = o2 + n(d')?/t y r, = 7 — AE[v] + (nlog(l + E[v])/t)
y M = A(1l + E[v]). En este caso, el precio de la opcién, c¢(Py,t), se
calcula como el valor medio, con respecto a la distribucién de Poisson,
de los precios de las opciones que cubren secuencialmente los saltos,
Cps [Pt, t;o%,rn].

Con el propésito de obtener aproximaciones numéricas de (8)
para el titulo GCARSO, se utilizan los precios y las estimaciones de
los parametros del siguiente cuadro.

Cuadro 1
Valores de los pardmetros y precio de la opcion

Precios y parametros relevantes
S X T o T CBS
42.00 | 41.00 { 0.11 | 0.13 | 0.25 | 2.436

En el cuadro 2 se presentan valores aproximados de la valuacién
de la opcidén bajo difusién y saltos para distintos valores de A man-
teniendo fijo E[v]. Para el célculo de soluciones numéricas de (7) se
ha utilizado (8), con n = 10,000, bajo el supuesto de que v sigue una
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distribucién lognormal con media 0.01 y varianza 0.001. La grafica 5
muestra el comportamiento del precio de la opcién ante cambios en
el nimero promedio esperado de saltos por unidad de tiempo Ceteris
paribus. Como puede esperarse, ante la presencia de saltos en el sub-
yacente, la opcién se vuelve mas cara. Es importante notar también
que, en este caso, cambios pequehios en A producen cambios pequends
en el precio de la opcidn, 1.e., los precios son estables ante cambios
en los pardmetros relevantes.

Cuadro 2
Precios de la opcidn en funcion de A

Valuacién bajo difusién y saltos
E[v]=0.01, Var[v]-=0.001
A 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
c | 2.506 | 2.575 | 2.641 | 2.706 | 2.747
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
2.830 | 2.890 | 2.896 | 3.006 | 3.061

Bajo el supuesto anterior de que v sigue una distribucién log-
normal con varianza 0.001, el cuadro 3 muestra el comportamiento
del precio de la opcién de compra en funcién de E[v]. En la grafica
6 se observa el comportamiento del precio de la opcién ante cam-
bios en tamano medio esperado del salto Ceteris paribus. Nétese
también que, en este caso, cambios pequefios en E[v] conducen a
cambios pequefios en el precio de la opcién.

Cuadro 3
Precios de la opcidn en funcidn de Elv]

Valuacién bajo difusién y saltos
Var[v]=0.001 1=0.1
Elv] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
e 2.506 | 2.514 | 2.523 | 2.532 | 2.542
0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
2.551 { 2.561 | 2.571 { 2.581 2.591
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Grafica 5

Soluciones aprozimadas con saltos en funcidn de A
(caso GCARSO).
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Grafica 6
Soluciones aprozimadas con saltos en funcién de E[v]
(caso GCARSO)

¢
256~

2544

2524
2304

248

E]
T T T T T g T 1

001 002 005 004 005 006 007 008 909 01



LOS TITULOS DE GCARSO 219

Los supuestos sobre el comportamiento de la sucesién {Y,} pue-
den ser muy restrictivos para determinar soluciones de (7), la siguiente
seccién presenta una alternativa de cobertura en donde la prima de
la opcién se determina a través de la minimizacién de la varianza del
cambio en el valor del portafolio.

6. Cobertura de varianza minima

En la seccién anterior se estudiaron estrategias de cobertura de natu-
raleza no-local. Otra posibilidad para cubrir la difusién y los saltos,
a partir de la ecuacién (5), tanto como sea posible, es fijar o] = 1y,
posteriormente, obtener ag de tal manera que se minimice la varianza
del cambio en el valor en el portafolio.

En virtud de (5), el cambio en el valor del portafolio tomando en
cuenta sélo los factores de riesgo, con oy arbitraria, es

de
dHt = <5Ft + 012> Uptdzt

+ [e(Pe(1 4+ v), t) = (P, t) + aguPy)dge + -+ -

La varianza de este cambio, la cual es una medida del riesgo en
el portafolio, estd dada por

2
dc
Var[dlly] = { — + « o?P2dt
@t = (5 +2) a2,
+ AE {(c(Pt(l +u)t) —e(Pyt) + aguP)? | dt + -

(9)

Nétese ahora que

OVar|dIl o
M o _C + a9 OQPthL
6(12 8Pt

+2PAE [ (c(Py(1+ v),t) — c(Py, t) + agvPy)] dt

d%Var[dIl,]

e 202 P2dt + 2P2AE[Ydt > 0,
asg
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lo que asegura la existencia de un minimo, ya que se cumplen las
condiciones suficientes. Por lo tanto, el valor de a9 que minimiza (9),
el cual se obtiene de dVar[dIl;]/day = 0, satisface

AE [v (c(Py(1+ ), 1) — ¢(Py, t))] + 0 2P, 2

8P
APE [1/2] +02P, '

(10)

ag = —

Si se valua la opcién en términos de la esperanza sobre la mejor
estrategia de cobertura. Es decir, si se sustituye ag en (5) y el resul-
tado se iguala con el retorno libre de riesgo del portafolio inicial con
una tasa de interés constante a todos los plazos, se llega a que

de | 4. 5% dc o?

4 ls2p P e (4 —

ar 27 Pigp TG (“ NERT o AR =)

—rc+ AE ]:(C(Pt(1+l/),t)—C(Pg,t))X (11)

(1 - E[Tl;]T;(u +AE[Y] — r)ﬂ ~ 0.

Cuando X = 0, se obtiene, de nuevo, la ecuacién diferencial par-
cial de Black-Scholes. En la grafica 7 se presenta la superficie generada
por soluciones numéricas de la ecuacién (11) para el caso de la accién
de GCARSO con los parametros del cuadro 1 y el supuesto de que v
tiene una distribucién lognormal con varianza 0.001. En este caso,
si A=0.1 (con E[v]=0.01), la estrategia de cobertura estd completa-
mente determinada con un valor estimado de a2=0.795, mientras que
para A =0.2, el valor estimado de ag es 0.799.

Es importante destacar que la actualizacién de nueva informacién
en u, o, v, A y r para generar la correspondiente superficie de es-
trategias requiere de sustituciones simples en el proceso de valuaciéon
numérica de (10} y (11).

Como puede observarse, los resultados obtenidos en el transcurso
de las dos ultimas secciones presentan diferencias sustanciales con
respecto al andlisis estandar de Black-Scholes. Sin embargo, en ambos
casos, la cobertura es efectiva sélo en un intervalo pequeno de tiempo,
unos dias, posiblemente una semana. Por lo tanto, se requiere de
actualizaciones periddicas en la composicién del portafolio que tomen
en cuenta las condiciones y expectativas del mercado.
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Es importante mencionar, al respecto, que el proceso de valuacién
numérica de (10) y (11) no requiere de cambios sustanciales cuando
hay mas informacién disponible.

Grafica 7
Soluciones aprozimadas de la ecuacion (11)
(caso GCARSO).

En este punto surge una pregunta natural: jpor qué no se de-
terminan o) y a2 que minimicen Var[dIl], en lugar de fijar o; = 1 y
determinar sélo ay? La respuesta es simple, en este caso, se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas:

2
(83}5& ) o2 P? + AE[(c(Pe(1 + v), t) — c(Py, t))?]

a1 +agy =0,
aPCL o?P2 + APE[ (c(P (1 + v),t) — c(Py, )]
8‘9[% 02 P2+ PAE [v(c(Po(1 4 v),t) — e(Py, 1))

o +ay =0,

02P? + PEAE[V?
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y la unica solucién es a; = ap = 0, lo que no resuelve el problema de
cobertura de una venta en corto del subyacente.

Nétese, por 1ltimo, que en el caso extremo cuando no existe
difusién, es decir, si 0 = 0, entonces P, = pP,dt + vPdq, y (9) se
transforma en

Var[dIL,] = AE [(c(Pt(I-H/),t) — (P t) +agrP)? At (12)

En este caso, se tiene que

QY%EC[;@-HQ = 2B AR [ ((P(1 + 1), £) — o Poyt) + agvPy)] dt
2
y
82 VarldIl
ONarldIl) _ y poyp 2] at > 0
Oy

Por lo tanto, el valor de oz que minimiza (12) satisface

_E(c(P(1+v),t) ~ c(Pt,t))].

B2 (13)

Qg =

Si se sustituye ag en (5) y el resultado se iguala con el retorno
libre de riesgo del portafolio, se obtiene que

dc dc
B + puPy—

(1 - ﬁ(“ +AE[] - r))} =0.

Esta ecuacién puede ser empleada para generar la superficie de
coberturas con los mismos procedimientos que se utilizaron en (11).

—rc+ AE [(c(Pt(l +v),t) — c(P,t)) ¥

7. Conclusiones

Para calcular el precio de una opcién en presencia de colas pesadas,
en general, se requiere de métodos numéricos. Por otro lado, debido
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a las complicaciones técnicas de los métodos de valuacién existentes,
éstos dificilmente puedan ser llevados a la practica. En este trabajo se
han estimado estrategias de cobertura de valor medio o de varianza
minima con opciones europeas, sobre el titulo GCARSO, utilizando
subrutinas y procedimientos simples en Mathematica y MATLAB. A
diferencia de otras alternativas disponibles en la literatura, las es-
timaciones generadas requieren de procedimientos sencillos para el
rebalanceo y el analisis de casos extremos.

Las estrategias de cobertura aqui estudiadas inmunizan tempo-
ralmente el riesgo de mercado. Por lo tanto, se requiere de actuali-
zaciones periédicas o “rebalanceo” de la cobertura a fin de proteger
eficazmente no sélo contra cambios difusos y extremos en el valor del
subyacente, sino también contra cambios catastréficos. Siuna estrate-
gia no es rebalanceada atendiendo a las expectativas del mercado, la
proteccién se deteriora progresivamente.

Por dltimo, es importante resaltar las limitaciones de los supues-
tos de los modelos estudiados: 1) la tendencia, g, la volatilidad, o, y
el parametro de intensidad, A, del proceso que guia al subyacente son
constantes; 2) no se consideran costos de transaccién (comisiones e im-
puestos); 3) los titulos de capital son divisibles en cualquier fraccién;
4) no hay pago de dividendos en el el periodo de cobertura; 5) la co-
tizacién y negociacién del mercado de contado es continua; 6) la tasa
de interés libre de riesgo es constante para todos los plazos. En este
marco, y considerando sélo los supuestos que merecen mas atencién,
el trabajo se puede extender en varias direcciones. Primero, es posi-
ble considerar, sin cambios sustanciales, que la tendencia, volatidad
e intensidad del proceso que guia al subyacente sean funciones del
precio de contado del titulo y del tiempo. Segundo, se requiere mas
investigacién en cuanto a la estructura de plazos de la tasa de interés,
digamos, estructuras modeladas a través de procesos estocasticos que
estan disponibles en la literatura. Finalmente, es importante, incluir
en el analisis el pago de dividendos y el caso de opciones americanas.
Sin duda, los aspectos anteriores requieren de una mayor investigacién
en el futuro.
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Apéndice A

Un par de resultados ttiles en el desarrollo de este trabajo se estable-
cen en el siguiente apéndice (véase Gihman y Skorohod, 1972):

1) Lema de Itd para procesos de difusién con saltes: Dada la
ecuacién diferencial estocéstica lineal homogénea

dP; = Py(pdt + odzy + vdqy) (A1)

y ¢(Py, t) una funcién dos veces diferenciable, con segundas derivadas
parciales continuas, entonces la diferencial estocastica de ¢(P;, t) estd
dada por

dc  Oc L 9% 52 p2
dC=<E+ P+ 3 23]32 Pf)dt

1o}
+ ﬁmdzt +(e(P(1+v), t) — c(Py, t)] day.
t

2) La solucién de (A.1) estd dada por

¢ ¢
P, = Poexp{( — 30 )t+o/ dzu+log(1—+-u)/ dqu}. (A 3)
0 0

También vale la pena tener en mente que, cuando se usa (A.3),
las siguientes propiedades para z; y ¢; se cumplen para t > 0:

t ¢ t ¢
E/ dz, =0, E(/ dzu> :E/ du=1t, ¥y E/ dg, = At
0 0 0 0

2



