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Resumen:

Abstract:

Se muestra un estudio empirico para comparar la distribucién normal,
la ¢-Student y la distribucién gaussiana inversa normal (NIG). Se lleva
a cabo para el caso de los rendimientos de la bolsa Mexicana de Valores.
Los pardmetros de la distribuciéon NIG y t-Student son estimados por
maxima verosilimitud. El rechazo de normalidad es contundente al usar
la prueba émnibus. Los resultados son muy claros: el ajuste para la
distribucién NIG es mejor que para la distribuciéon normal. También se
realizé la prueba de Kolmogorov-Smirnov para comparar la t-Student
y la NIG.

We show an empirical study to compare the Normal, ¢-Student and the
Normal Inverse Gaussian (NIG) distributions.This is made for the Mex-
ican stock market returns. The parameters of the NIG and ¢-Student
distributions are estimated by maximum likelihood. The rejection of
normality is contundent using the omnibus test. The results are very
clear: the adjustment of the NIG distribution is better than the ad-
justment for the Normal distribution. At the same time we used de
Kolmogorov-Smirnov test to compare t-Student and NIG distributions.
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1. Introduccién

Durante los ultimos anos los rendimientos de las acciones se han mo-
delado utilizando herramientas sofisticadas para explicar su compor-
tamiento, una de ellas y, quizd la méas importante, son los procesos
estocdsticos estacionarios continuos, dentro de los cuales el més cono-
cido y, por lo mismo, el mas utilizado es el movimiento browniano o
proceso de Wiener. Desde 1900, con Louis Bachelier, esta clase de pro-
cesos se han usado en el campo de las finanzas en distintos modelos,
por ejemplo, el de Black-Scholes (1973), que se utiliza para valuacién
de derivados y precios de opciones. Otra aplicacion relevante es en el
area de estructura de tasas de interés, donde encontramos distintos
modelos, entre los que destacan el de Ho y Lee (1986), Cox, Ingersoll
y Ross (1985) y Vasicek (1977).

En los anos treinta se comenzoé a estudiar una clase de procesos
estocdsticos estacionarios llamados procesos de Lévy. Estos tienen
asociadas funciones de densidad infinitamente divisibles, entre las
cuales se encuentran la t-Student, Poisson, Normal, Cauchy, binomial
negativa, exponencial, hiperbdlica, normal inversa gaussiana (NIG),
hiperbdlica generalizada, distribucion I', distribucién 6, etc.

En la Universidad de Aarhus, Barndorfl-Nielsen (1977) propuso
una nueva clase de funciones de densidad con colas semi-pesadas,
como es la hiperbdlica generalizada. Esta funciéon de densidad la
descubre Bagnold (1941) al modelar el tamano de los granos de arena.
La funcién tiene cinco pardmetros, el primero ()\), nos dice qué tan
pesadas son las colas de la funciéon. De esta familia de funciones de
densidad las més conocidas son las funciones hiperbélica (Eberlein y
Keller, 1995 y Bibby y Sgrensen 1995) y NIG, las cuales se originan
cuando A toma el valor de 1 o -1/2, respectivamente. Barndorff-
Nielsen (1995) propuso la NIG para ajustar mejor las series de datos
financieros. Trabajos posteriores realizados por Rydberg (1996), y
Bleesild (1990) mostraron que, efectivamente, la NIG es apropiada
para modelar datos financieros.

En este trabajo se demostrara que los datos en México no siguen
una funcién de densidad normal. Ramirez (2004) hace énfasis en que
el supuesto de normalidad no es adecuado y lo ilustra con el paquete
Banamez 30. Esto ultimo implica que el movimiento browniano no
es adecuado para modelar el comportamiento financiero. También
se muestra que la NIG proporciona un mejor ajuste para las series
de rendimientos de las acciones que cotizan en la Bolsa Mexicana de
Valores y, por lo tanto, se justifica el uso de otro tipo de procesos
estocasticos como son los procesos de Lévy con funcién de densidad
NIG.
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La estructura del trabajo es la siguiente. En la seccién dos
se describen los datos para el estudio. En la tres se presentan las
pruebas omnibus de normalidad y Kolmogorov-Smirnov para la fun-
cion de densidad t-Student y se aplican a los datos. En la siguiente
seccién se revisan los conceptos importantes de procesos de Lévy y
las propiedades de la funcidn de densidad normal inversa gaussiana.
Asimismo, se calculan los pardmetros correspondientes de los distintos
activos tratados en este trabajo para, posteriormente, presentar un
apartado de resultados. En la seccién seis se muestran algunas posi-
bles aplicaciones de dicho tipo de procesos y, por iltimo, exponemos
las conclusiones.

2. Manejo de los datos

Para este trabajo se tomaron los precios de cierre de 35 acciones que
cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores, asi como las series del IPC
y SP&500. Para cada una de las series se calcularon los rendimientos
en logaritmos como

ry = In Pz' —In Pi—l

donde cada P; representa el precio de cierre diario de la accién para
la observacién i y In P; es el logaritmo natural del precio en el dia i.

En el cuadro 1 se muestran las series utilizadas en este estudio,
asi como el nimero de observaciones y el periodo que se tomé para
cada una de ellas. El periodo no es uniforme, ya que en muchos
casos las acciones no cotizaron en todas las fechas y por ello no existe
informacion.

3. Pruebas de normalidad y de t-Student
Aqui revisamos brevemente la prueba de normalidad propuesta por
Urzta (1997) y la prueba de Kolmogorov-Smirnov aplicada a la fun-
cién de densidad t-Student. Posteriormente se realizan las pruebas
para cada una de las series antes mencionadas.

3.1. Prueba de normalidad

Esta es una prueba omnibus que involucra todos los posibles ter-
ceros y cuartos momentos (puros y mixtos). En el caso univariado la
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prueba puede expresarse en términos del tercer y cuarto momentos
estandarizados de las observaciones originales.
Si definimos

/ 3/2
bl = m3/m2/ y bg = m4/m§

con m; =y (x; —Z)"/n el i-ésimo momento central, construimos el
siguiente estadistico

2 a
LM =n [\/b1 /6 + (by — 3)2/24} ~ %2

El estadistico fué propuesto en 1975 por Bowman y Shenton
(1975) y Jarque y Bera (1980, 1987). Ellos asumen que bajo la hip6te-
sis nula la media asintética de Vb1 y be son 0 y 3 respectivamente,
sus varianzas asintoticas son 6/n y 24/n, mientras que su covarianza
asintotica es cero.

Al utilizar el resultado de Fisher (1930) es posible calcular exac-
tamente cuales son las medias y las varianzas de v/b; y bs bajo la
hipétesis nula de normalidad.

E{¢E}:O

E{ba} = 3(n — 1)/(n + 1)

var { /b1 } = 6(n — 2)/(n + 1)(n +3)

var {b} = 24n(n — 2)(n — 3)/(n + 1)*(n + 3)(n + 5)

Asi, se obtiene un nuevo estadistico alternativo a LMy

ALM, = Vﬁaa/var{\/gz}—+(bQAfED{bg})Q/Var{bg}a'w X2

Urzia (1997) demostrd que este estadistico es mejor para probar
normalidad en los casos en que el tamafno de la muestra es pequefio y
mediano. Ademads, su potencia es mejor que la de Bowman-Shenton
y Jarque-Bera.

Dados los resultados, se consideraron las contrapartes individua-
les de la prueba émnibus univariada ALM;. El estadistico ajustado
que mide la asimetria se define entonces como:
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2 a
ALM, = /b /var{\/bl} ~ X2
y al estadistico ajustado que mide la kurtosis como:

ALMjy = (by — E {bg})?/var {ba}* ~ x?

Los resultados de esta prueba de normalidad aplicados a los datos
en estudio se muestran en el cuadro 2.

Como puede observarse, para todos los casos la hipdtesis de nor-
malidad fue rechazada, pues los valores de AL M, son mayores a 17.69,
el valor critico més alto que toma dicha prueba.

3.2. Prueba Kolmogorov-Smirnov

La prueba Kolmogorov-Smirnov compara las distribuciones de dos
vectores de datos X1 y Xo. La hipétesis nula para esta prueba es
que X1 y X5 tienen la misma distribucién y la hipétesis alternativa
asume diferentes funciones de distribucion.

Para realizar la prueba se compar6 cada serie de rendimientos
con series de datos que tienen una distribucién ¢-Student. Antes de
llevarla a cabo se estimaron por maxima verosimilitud los grados de
libertad (v) para cada serie de datos. Los resultados se presentan en
el cuadro 3.

El cuadro 4 contiene los resultados de la prueba de Kolmogorov-
Smirnov (KS). Si el resultado para una accién es uno, la hipétesis nula
se rechaza, es decir, la serie tiene una funcién de densidad distinta a
la estudiada. Se calcula el estadistico KS, y si este es cercano a uno,
se puede concluir que las series en estudio no siguen la distribucién
t-Student. Por el contrario, si el valor es cercano a cero, se puede con-
cluir que la funcién de densidad que siguen los datos es la ¢-Student.
Las pruebas se hicieron con un nivel de significancia de 0.01.

4. Proceso de Lévy NIG y sus propiedades

La distribucién NIG (Barndorff-Nielsen, 1997) fue introducida con el
objeto de ajustar las series de datos del tamano de particulas de arena
descubiertas por Bangnold (1941). En esta seccién se presentardn
algunas definiciones y conceptos necesarios.
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4.1. Proceso de Lévy

Un proceso estocastico {X; : t > 0} en R? es un proceso de Lévy
si las siguientes condiciones se satisfacen:

1.- Para cualquier n > 1y 0 < tgp < t1 < -+ < tyn, las variables
aleatorias X¢,, Xt, — Xty Xt, — Xty ..., Xt, — X¢,_, son inde-
pendientes (propiedad de incrementos independientes e idéntica-
mente distribuidos si las diferencias son iguales),

2- Xog=0 a.s.,

3.- La distribucién de X4+ — X no depende de s (propiedad de
homogeneidad temporal o incrementos estacionarios),

4.- Es estocasticamente continuo,

5.- Existe Qo € F con P[] =1 tal que, para cada w € 0, X(w) es
continua por la derecha en ¢ > 0 y tiene limite por la izquierda
ent > 0.

Un proceso de Lévy en R? se le llama proceso de Lévy d-dimen-
sional.

4.2. Distribucion normal inversa gaussiana

La funcién de densidad hiperbdlica generalizada (HG) tiene cinco
pardmetros, a que representa la forma o la inclinacién de la curva
de densidad, 3 el sesgo o simetria, u es el parametro de localizacion,
6 el de escala comparable a la sigma en la distribucién normal y, por
ultimo, A, que caracteriza las subclases de esta funcién de densidad
y, esencialmente, nos dice qué tan pesadas son las colas de la fun-
cién de densidad. Las mé&s conocidas son las funciones hiperbdlica
y la NIG, las cuales se originan cuando A toma el valor de 1 o -1/2,
respectivamente. La funcién de densidad de la HG es la siguiente:

drrG (s A, o, 8,6, 1) = a(h o, B,8)(6% + (x — p)?)(A-1)/2

Ky 1 (a\/62 + (z — ,u)Q) exp(B(z — ),

donde
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es la constante de normalizaciéon y K, es la funciéon de Bessel modi-
ficada de tercer tipo con indice v, que puede ser representada de la
siguiente manera:

oo

Ko(z) = L / s Vexp (~ 1z (y + 1)) dy
0

el dominio de variacién de la funcién de densidad HG (A, a, 3,06, 1)
estd dado por

AeR,ueR,6§>00<a,BER

§>0 a>0 a?>p82 si A>0
§>0 a>0 a?>p82 si A=0
§>0 a>0 o?2>p82 si A<0

Ademas si X es una variable aleatoria con funcién de densidad
HG y pardmetros (A, a, 3,6, 1), entonces cualquier transformacién de
la forma Y = aX + b con a # 0 es de nuevo una variable con funcién
de densidad HG y pardmetros A\ = \,a = |a| ta,8 = |a| 718,06 =
lal6 y & = ap + b. De este resultado se deducen dos formas de
parametrizacién que son: invariante en escala y localizacién, (x,¢),
es decir, que no hay cambios bajo transformaciones afines,

e=(1+0vam=)" v x=Le

Lo que implica que el dominio para (x, ¢) estd dado por 0 < |x| <
&< L

La funcién de densidad HG también puede ser representada como
una mezcla de una normal, la distribucién inversa gaussiana genera-
lizada (GIG),

GH(z; M\, o, 3,6, 1) = N(p+ Bz,2) AGIG(\, 6%, 0% — 3?)

donde GH es la funcién de distribucién hiperbélica generalizada, N la
distribucién normal y GIG la distribucion inversa gaussiana generali-
zada.

Algunos de los casos particulares de la HG son los siguientes:
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a) para A = 1y § > 0 se obtiene la distribucién hiperbdlica,

b) parad =1,6 =0y 8 = u = 0 se obtiene la funcién de distribucién
Laplace,

c)para X < 0, =0y 8 = pu = 0 se obtiene la funcién de distribucién

t-Student.
Cuando 5
b6 — o0y —— o?
o

se obtiene la funcién de densidad normal con media § = pu + o2 y
varianza ¢2. Como se mencioné al principio, la NIG es un caso par-
ticular de la HG, la cual resulta de igualar A = —%, cuya funcién de
densidad es como sigue:

(a0 (527)

K
dnic = =exp (8/a7 = 52+ (a — p)) =
L+ (552

Esta funcién de densidad también puede expresarse en términos
de pardmetros invariantes, si 3 = 63, a@ = 6a, la funcién de densidad
NIG(a, B, u, ) expresada en esos parametros es:

L+ (52))

_ B Kq (a
= o (52 M
+ (55

lo cual significa que si

X ~ NIG(a,B,u,6) % ~ NIG(a,3,0,1)

donde

B=066, a=bay p=

Las propiedades de convolucion de la distribucién GIG implican
que la clase NIG es el inico miembro de las distribuciones HG el cual

es cerrado bajo convolucién, es decir,

NIG(a,ﬂ,(Sl,ﬂl) * NIG(a7ﬂ762mLL2) - NIG(a,ﬂ,(Sl +§2“LL1 +/L2)
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Esto y el que las colas de la NIG sean mas flexibles fueron las razones
por las que se eligié para modelar los logaritmos de los rendimientos
de las acciones mexicanas. Para calcular los pardmetros de la NIG
de cada serie de datos se utilizé el método de méaxima verosimilitud.
Los resultados para cada serie se muestran en los cuadros 5.1 y 5.2,
ademas del error estandar, el valor de la funcién de verosimilitud y el
numero de iteraciones que fueron necesarias para llegar al resultado.

La funcién de densidad NIG, también puede ser representada por
medio de pardmetros invariantes (cuadro 6), recuérdese que

X ~ NIG(a, B, u,6) < % ~ NIG(a,3,0,1).

5. Resultados

En todos los casos se rechazo la hipétesis nula de normalidad con la
prueba émnibus. La hipétesis nula de distribucion ¢-Student con la
prueba KS se rechazé a un nivel de significancia del 1%, s6lo en el
caso AMTEL no se rechaza.

Se calcularon los pardmetros de la NIG para cada una de las series,
como se menciond, se obtuvieron a través del método de méxima
verosimilitud, los resultados estan en el apartado 4.

En esta seccién se presentan los resultados del cédlculo de la fun-
cién de distribucién para cada accién al utilizar las funciones de dis-
tribucién NIG y normal. También se muestran los resultados de la
distribucién empirica.

En el caso de la funcién de la NIG, la funcién de distribucién se
calculé con los valores de los pardmetros obtenidos para cada una de
ellas, por ejemplo, para la accién ALFA se calculd

Fnrc(X;54.8658,2.9337,.0079, —.0002) = P(X < z)

I 54.8658
- / 222098 oxp (.0079\/54.86582 —2.93372 4 B(s — (—.0002)))
T

— 00

K 2
1 ((54.8658)(.0079)\/1 + (%) )
ds

2
—(—.0002)
\/1 + (s .0079 >
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Para la funciéon de distribucion normal los parametros que se
consideraron fueron la varianza y media muestral. Los resultados al
comparar las distintas distribuciones se encuentran en el cuadro 7.

Como puede observarse, en todos los casos la funcién de densidad
normal inversa gaussiana se ajusta mejor a las series de datos, de
hecho la diferencia que existe entre el valor del histograma y la NIG
es minima y, en algunos casos, como en las series de SP&500, IPC, ICA,
AMTEL, CEMEX, TELEVISA, TELMEX, etc. el ajuste es muy bueno, sin
embargo, en otras series el ajuste parece no serlo tanto. No obstante,
si comparamos con los resultados de la distribucién normal, el ajuste
es superior, por lo que se puede concluir que, en todos los casos, la
NIG nos proporciona un mejor ajuste para las series de rendimientos
de acciones que cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores.

También se calculé la funcién de distribucién de la t-Student,
para AMTEL, comparandose con la funcién de densidad normal es-
tandar y el histograma, para el caso de este ultimo se estandarizaron
los datos, es decir, a cada uno se le resto la media muestral y se dividié
entre la desviacién estdndar muestral (ver cuadro 7).

El anélisis comparativo de distribuciones se realizé de la siguiente
manera. Se hicieron mil simulaciones de la distribucién NIG y de la
t-Student con los parametros calculados para cada una de las series.
Se aplicé la prueba de Kolmogorov-Smirnov donde la hipétesis nula
es que las series se distribuyen como t-Student (ver seccién tres) o
como NIG.

En el 37.83% de los casos la NIG resulté ser la distribucién, el
2.7% resulté ser la t-Student (ver cuadro 4). En el 13.51% la NIG se
presenta como un mejor ajuste a la t-Student. En el 45.94% la prueba
no es contundente acerca de cual es la distribucion.

6. Aplicaciones financieras

Antes que nada, debe mencionarse que la eleccion de un proceso
estocdstico no debe basarse sélo en criterios estadisticos (Ramirez,
2004), sino también en la experiencia del investigador. A continua-
cién se presentan brevemente tres posibles aplicaciones del tipo de
proceso que estudiamos en este articulo.

6.1. Modelacion neutral al riesgo con procesos de Lévy exponenciales

En el modelo de Black y Scholes, la dindmica neutral al riesgo se
describe mediante un movimiento browniano con drift
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S; = Spexp(BY),
donde

BY = (r —a?/2)t + oW,

Una clase de modelos neutrales al riesgo manejables con saltos
que generalizan el modelo de Black y Scholes se puede obtener reem-
plazando el movimiento browniano con drift por un proceso de Lévy.
Es decir, S; = Soexp(rt + X¢) con X; un proceso de Lévy.

La disponibilidad de formulas cerradas para la funcién caracteris-
tica de procesos de Lévy permite el uso de métodos de Fourier para
valuacién de opciones.

6.2. Valor en Riesgo (VaR)

Para el caso del VaR paramétrico supongamos que X; es la variable
aleatoria que representa las pérdidas de un portafolio y cuya funcion
de densidad es conocida, por lo que la obtencion del VaR en un tiempo
Ty a un nivel de significancia a se reduce a encontrar el valor critico
X/ r, tal que:

PIX, <X/ z]=1-a

El problema deja de ser sencillo cuando desconocemos la funcién
de densidad que rige el comportamiento de la variable aleatoria, por lo
que la aplicacién de un modelo paramétrico tiene que, como primera
etapa, encontrar la funciéon de densidad mas adecuada para la variable
aleatoria. Ademads, se debe tener en cuenta que un portafolio estd
formado de, al menos, dos activos, por lo que primero se encuentra
la distribucién de cada activo, para después agregar los riesgos. La
distribucién conjunta tiene un mayor nivel de complejidad en todos los
sentidos: el proceso para estimar los parametros, el contraste de los
resultados obtenidos y los cdlculos numéricos. Es por este motivo que
la atencién se centra fundamentalmente en la obtenciéon de modelos
paramétricos para activos individuales. Una de las razones por la
cual la funcién de densidad més utilizada es la normal, es que tiene
resueltos tales problemas, tanto en el caso univariado como en el
multivariado.

El problema de aceptar que la distribucién normal sea la funcién
que rige los cambios en los rendimientos de los activos introduce un
nuevo elemento de riesgo. El cual existe, tanto en el caso en el que
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el modelo sobrevalore los riesgos como en el que los subvalore. La
medida del VaR sirve para tomar decisiones tales como, las posiciones
de negociacion, la asignacion de recursos de capital o la medicién de
los rendimientos ajustados al riesgo. Por lo tanto, suponer que la
distribucién asociada a los rendimientos sigue una variable aleatoria
normal afecta las decisiones administrativas en un amplio sentido.

6.3. Modelos de heterocedasticidad condicional

Por lo general los modelos GARCH se representan como

Ty = py +ay
At =— OE¢ Et N(O, 1)

donde o7 es el proceso de la varianza. Los modelos GARCH existentes
podrian enriquecerse con el uso de la NIG, como en el caso de los
modelos NIG-S y ARCH (Jensen y Lunde, 2001).

7. Conclusiones

Después de comparar los resultados obtenidos al evaluar las funciones
de distribucién normal inversa gaussiana y normal con la distribu-
cién empirica (histograma) y las pruebas de Kolmogorov-Smirnov, se
puede concluir que, la funcién de densidad NIG se ajusta mejor a la
distribucién empirica de los rendimientos de las acciones y, dado que
se rechazdé que la funcién subyacente a las series sea la funcién normal,
se puede decir que el movimiento browniano no es la herramienta ade-
cuada para modelar las series financieras mexicanas. Sin embargo, los
procesos estocasticos estacionarios, si pueden ser una alternativa para
modelar esta clase de series, si se relaja el supuesto de normalidad.

El hacer esto nos lleva a utilizar procesos de Lévy més generales,
asi obtenemos modelos més acertados y eliminamos el riesgo de uti-
lizar modelos no adecuados. La funcién de densidad que se propone
en este estudio como una alternativa para modelar a las finanzas en
Meéxico es la funcién normal inversa gaussiana, NIG.
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