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Resumen: Se analiza un juego de cheap talk a la Crowford y Sobel, cuyo espacio

de estados es el cuadrado unitario en el plano. No se ha encontrado

una caracterización de todos los equilibrios. Aqúı nos enfocamos en los

equilibrios tales que el emisor revela toda la información en la direc-

ción que es perpendicular a la dirección del vector de desacuerdo. El

resultado principal del análisis es que existe revelación perfecta en esta

dimensión si y sólo si el vector aleatorio de estados tiene componentes

independientes en las direcciones de acuerdo y desacuerdo.

Abstract: This paper develops a model of cheap talk à la Crawford and Sobel

whose state variable takes values within the unit square. No char-

acterization of all equilibria has been found. This paper focuses on

equilibria where the Sender reveals all the information in the direction

that is perpendicular to the vector of disagreement. The foremost re-

sult of this analysis states that there exists perfect revelation in this

dimension if and only if the random state vector has components that

are independent in the directions of agreement and disagreement.
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1. Introducción

En el modelo de cheap talk de Crawford y Sobel (1982) un emisor
observa la realización de una variable aleatoria ω con soporte [0,1],
luego env́ıa una señal m a un receptor quien elige una acción que
afecta los pagos de ambos jugadores. Estos pagos también dependen
de ω. Dado ω, los jugadores tienen preferencias distintas respecto a
la acción que debe tomarse y eso afecta la información que el emisor
transmite en su mensaje. Dicho conflicto de intereses se parametriza
con un escalar b.

En el presente trabajo se analiza una variación de este modelo
en el que ω toma valores en el conjunto bidimensional [0,1] × [0,1] y
el valor de conflicto es un vector b. Ninguna caracterización de los
equilibrios informativos de este juego ha podido encontrarse. Levy
y Razin (2004, 2007) han trabajado en el tema por varios años pero
sus resultados son limitados, pues suponen valores de conflicto b muy
grandes, Levy y Razin (2004) o preferencias lexicográficas, Levy y
Razin (2007). Los autores hicieron notar que comunicación en una
dimensión puede revelar información en la otra y que, por lo tanto,
aun cuando los agentes podŕıan no tener conflicto en una dimensión
en particular, esta interacción de las diferentes dimensiones puede
restringir la comunicación.

Aqúı se considera una de las variaciones más sencillas del modelo
de Crawford y Sobel. Varios autores han analizado modelos de cheap
talk con múltiples emisores (véase Gilligan y Krehbiel, 1989; Krishna
y Morgan, 2001). Un trabajo interesante es el de Battaglini (2002),
que analiza el modelo de cheap talk con dos emisores donde el espacio
de estados es el espacio euclidiano <2 y demuestra que, si los vectores
de conflicto de los emisores son linealmente independientes, entonces
existe un equilibrio robusto en el que se revela el estado del mundo
al receptor, aun cuando el conflicto sea arbitrariamente grande.

Al tomar el caso particular de preferencias cuadráticas para am-
bos agentes (la extensión en este juego del ejemplo desarrollado por
Crawford y Sobel) se presentan condiciones necesarias para que haya
revelación de toda la información que posee el emisor en la dimensión
que es perpendicular al vector de conflicto. Dichos equilibrios son
interesantes porque en esta dimensión los agentes no tienen conflicto
(“dimensión de acuerdo” en un sentido que definiremos más adelante)
y por lo tanto es sensato desear que se transmita información alĺı.

La sección 2 describe el modelo de manera formal. Se puede ver
que el juego es esencialmente el de Crawford y Sobel, siendo diferen-
te sólo el espacio de estados. También se presentan definiciones de
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“equilibrio perfectamente revelador en la dimensión de acuerdo” y la
notación que se usará en las siguientes secciones. En la sección 3 se
presentan los resultados principales del trabajo, a saber, que sólo en
un caso muy espećıfico sobre la distribución de ω hay revelación per-
fecta de información en la dimensión de acuerdo. En la última sección
se caracterizan todos los equilibrios perfectamente informativos en la
dimensión de acuerdo cuando el vector de conflicto está sobre el eje
Y .

2. El modelo

El modelo tiene dos jugadores, un emisor, S, y un receptor, R. De-
notamos con Ω = [0, 1] × [0, 1] el espacio de estados. La naturaleza
escoge ω ∈ Ω de acuerdo con una distribución de probabilidad contin-
uamente diferenciable con función de densidad f : Ω → < y soporte
en Ω. El emisor observa la realización de ω = (ω1, ω2) y env́ıa un
mensaje m = (m1, m2) ∈ Ω al receptor, quien escoge una acción
a = (a1, a2) ∈ Ω.

Los pagos de los jugadores están dados por las siguientes fun-
ciones de utilidad Von Neumann-Morgenstern:

uS(ω, a, b) = −(ω1 + b1 − a1)2 − (ω2 + b2 − a2)2

y

uR(ω, a) = −(ω1 − a1)2 − (ω2 − a2)2.

Donde b = (b1, b2) ∈ <2
+ es un vector cuya función es análoga al

parámetro escalar b en el modelo de Crawford y Sobel: mide que tan
diferentes son los intereses de los agentes.

Este es un juego extensivo con información imperfecta y el con-
cepto de equilibrio que se usa es el de equilibrio secuencial débil.1

Una estrategia del emisor es una función σS : Ω → Ω que asigna
a cada estado un mensaje. Una estrategia del receptor es una función
σR : Ω → Ω que asigna a cada mensaje una acción, mientras que una
creencia del receptor es una función µ que asigna a cada mensaje m
una distribución de probabilidad µ(m) sobre el espacio Ω.

1 Ver Mas-Colell, Whinston y Green (1995): 283-285, para una definición de

equilibrio secuencial débil.
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DEFINICIÓN 1. Un equilibrio secuencial débil del modelo que estamos
considerando es un perfil de estrategias (σS , σR) y una creencia µ del
receptor tales que:

1)

fm(ω) =





f(ω)∫
σ
−1
S

(m)

f(z)dz
si

∫

σ−1
S

(m)

f(z)dz 6= 0

0 en otro caso.

Es la función de densidad de µ(m) cuando m es una acción en equi-
librio.2

2)

σR(m) =
∫

Ω

z fm(z) dz.

3)

σS(ω) = arg max
m

uS(ω, σR(m), b).

Consideremos una recta cualquiera perpendicular al vector b.
Dado un estado ω, si los agentes tuvieran que elegir una acción sobre
esta recta, ambos elegiŕıan el mismo punto, como se hace evidente
a partir de la gráfica 1, donde las curvas de indiferencia de los dos
agentes son tangentes a la recta en el mismo punto. Esta observación
nos permite definir la dirección perpendicular al vector b como la
“dimensión de acuerdo”.

Formalmente, sean

u = (b2,−b1)/||b|| y v = (b1, b2)/||b||,

donde

||b|| =
√

b2
1 + b2

2.

Entonces el conjunto β = {u, v} forma una base ortonormal para
<2. Dado un punto p = (x, y) ∈ <2, denotemos por [p]β = (pu, pv)

2 Si m no es una acción en equilibrio, entonces fm puede ser cualquier función

de densidad de probabilidad con soporte en Ω. En particular, fm(ω)=f(ω) ∀ω∈Ω.
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sus coordenadas en la base β. Llamamos al subespacio generado por
u “dimensión de acuerdo” y al subespacio generado por v “dimensión
de desacuerdo”.

Gráfica 1

DEFINICIÓN 2. Un equilibrio secuencial débil es un “equilibrio perfec-
tamente revelador en la dimensión de acuerdo (PRDA)” si en coorde-
nadas de la base β, (m(ω))u = ωu.

3. Resultados

En esta sección se presenta el resultado principal: condiciones nece-
sarias y suficientes sobre la distribución de ω para la existencia de
un equilibrio perfectamente revelador en la dimensión de acuerdo
(PRDA).
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La siguiente proposición caracteriza la “forma” que toma el con-
junto de acciones inducidas en un equilibrio PRDA.

PROPOSICIÓN 1. Si a = (a1, a2) es una acción tomada en un equilibrio
PRDA, entonces todos los puntos de la ĺınea que pasa por (a1, a2)
con pendiente perpendicular a b y que están en Ω son acciones en
equilibrio.

DEMOSTRACIÓN. Ver anexo.

Supongamos que b1 6= 0 y b2 6= 0 y consideremos una acción a0

inducida en un equilibrio PRDA. Expresemos a0 en coordenadas de la
base β, [a0]β . Supóngase que (a0)v 6= (E[ω])v .

Sea

S(m) = {p ∈ Ω|σR(σS(p)) = a0}.

Entonces (a0)v = (E[ω|ω ∈ S(m)])v . Dado que (a0)v 6= (E[ω])v ,
S(m) no puede ser igual al segmento de recta en Ω, paralelo al vector
b y que pasa por a0. Como f(p) ≥ 0 para todo p ∈ Ω y es continua, y
S(m) tiene más de un elemento,3 a0 no puede estar sobre la frontera
de Ω lo cual es una contradicción con la PROPOSICIÓN 1. Luego
(a0)v = (E[ω])v , por lo tanto las variables aleatorias ωu y ωv son
independientes. Este argumento, junto con la observación de que
si ωu y ωv son independientes entonces existe un equilibrio PRDA,
demuestra la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 2. Si b1 6= 0 y b2 6= 0, entonces existe un equilibrio
perfectamente revelador en la dimensión de acuerdo si y sólo si las
variables aleatorias ωu y ωv son independientes.

De la discusión anterior podemos concluir dos cosas. En primer
lugar, sólo existe perfecta revelación en la dimensión de acuerdo
cuando el vector aleatorio ω tiene coordenadas independientes en las
dimensiones de acuerdo y desacuerdo. Intuitivamente, información
en la dimensión de acuerdo revela información en la dimensión de
desacuerdo cuando ω no tiene coordenadas independientes en éstas
dimensiones y, por lo tanto, no es óptimo revelar completamente in-
formación en ninguna dimensión.

En segundo lugar, sólo hay un tipo de equilibrio PRDA, a saber,
el que forman las siguientes estrategias:

[σR(ω)]β = (mu = ωu, mv = c)

3 Ver la demostración de la PROPOSICIÓN 1.
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[σS(m)]β = (au = mu, av = (E[ω])v).

Donde c es una constante cualquiera tal que σR(ω) ∈ Ω. Se desprende
un hecho interesante:

PROPOSICIÓN 3. En un equilibrio perfectamente revelador en la di-
mensión de acuerdo no se revela ninguna información en la dimensión
de desacuerdo cuando b1 6= 0 y b2 6= 0.

4. Equilibrio PRDA múltiple

En esta sección analizamos el caso en el que b1 = 0, y por lo tanto el
eje X es la dimensión de acuerdo.

PROPOSICIÓN 4. Si b1 = 0 y existe un equilibrio perfectamente reve-
lador en la dimensión de acuerdo, entonces existe N(b2) tal que para
todo 1 ≤ N ≤ N(b2) existe un equilibrio PRDA con N acciones in-
ducidas para cualquier recta x = t, 0 ≤ t ≤ 1.

DEMOSTRACIÓN. Dado un estado ω, como hay perfecta revelación en
la dimensión de acuerdo (m1 = ω1) los jugadores enfrentan un juego
idéntico al de Crawford y Sobel en la dimensión de desacuerdo (eje
Y ). Luego, todos los resultados de estos autores se aplican a la recta
x = ω1.

Por ejemplo, si b = (b1 = 0, b2 = 1/5) y f es la función de
densidad uniforme en Ω, entonces N(1/5) = 2 y las acciones inducidas
en equilibrio son los segmentos de recta paralelos al eje X mostrados
en la gráfica 2, donde t0 es el punto medio entre 0 y b2 y t1 es el punto
medio entre b2 y 1.

Es natural preguntar porqué no tenemos el resultado de la PRO-

POSICIÓN 4 cuando b1 y b2 son ambos distintos de cero. Cuando
b1 6= 0 y b2 6= 0 y hay revelación perfecta en la dimensión de acuerdo,
los conjuntos S(m) sobre los que el receptor calcula E[ω \ m] no son
iguales en general para distintos valores de mu (recuérdese que pu es
la coordenada de un punto p respecto a la dimensión de acuerdo). De
hecho, S(m) es un segmento de recta cuya longitud disminuye cuando
mu > (1, 1)u aumenta. Como las particiones de los equilibrios del
juego de Crawford y Sobel dependen de la relación entre la longitud
del intervalo y el tamaño del conflicto (el valor b), las particiones
pueden ser sostenidas en el juego de dos dimensiones sólo cuando la
longitud de S(m) no depende de m, es decir, cuando b1 = 0 o b2 = 0.
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Gráfica 2

5. Conclusiones

Una condición necesaria y suficiente para que haya perfecta revelación
a lo largo de la dimensión que es perpendicular al vector de conflicto
b es que la distribución de ω tenga densidades marginales indepen-
dientes a lo largo de dicha dimensión y de la dimensión de conflicto.
Esta es una condición muy fuerte sobre la distribución de ω y, por lo
tanto, en general es raro encontrar que información completa en una
dimensión sea revelada en un juego de cheap talk en dos dimensiones.

Cuando ω tiene densidades marginales independientes a lo largo
de la dimensión de acuerdo y de la dimensión de desacuerdo caracteri-
zamos todos los equilibrios perfectamente reveladores en la dimensión
de acuerdo (PRDA). En el caso general en el que b tiene coordenadas
distintas de 0, sólo existe un equilibrio de este tipo, con una acción
inducida para cada ĺınea paralela a la dimensión de acuerdo. Para el
caso especial en que una de las coordenadas de b es cero concluimos
que existen tantos equilibrios PRDA como en el juego canónico de
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cheap talk de Crawford y Sobel, donde el valor de conflicto es igual a
la coordenada de b distinta de cero.
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Anexo

Aqui demostramos la PROPOSICIÓN 1.

LEMA. Una acción a = (a1, a2) en un equilibrio PRDA es inducida por
el tipo (a1, a2) de emisor.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos la recta z(t) = a + tb. Sea (a′
1, a

′
2) =

z(t0), t0 > 0 una acción en equilibrio sobre esta ĺınea. Entonces existe
0 < t′ < t0 tal que

us(z(t′), a, b) = us(z(t′), a′, b)

(de lo contrario, todos los tipos de emisor preferiŕıan estrictamente
ya sea a o a′). Para toda t < t′,

us(z(t), a, b) > us(z(t), a′, b)
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y para toda t > t′,

us(z(t), a, b) < us(z(t), a′, b)

Luego, el tipo de emisor a prefiere estrictamente la acción a a la
acción a′. Análogamente se demuestra que si z(t), t < 0 es una acción
en equilibrio, el tipo a prefiere la acción a a la acción z(t). Esto
demuestra lo que se queŕıa.

PROPOSICIÓN 1. Si a = (a1, a2) es una acción tomada en un
equilibrio PRDA, entonces todos los puntos de la ĺınea que pasa por
(a1, a2) con pendiente perpendicular a b y que están en Ω son acciones
en equilibrio.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos la recta [p(t)]β = (t, av), t ∈ <.
Sea p(t) ∈ Ω un punto sobre esta recta. Llamemos g(t) a la coorde-
nada en el eje generado por v de la acción que induce el tipo p(t), es
decir, g(t) = (σR(σS(p(t)))v (nótese que la coordenada de la acción
en el eje generado por u es t). Vamos a mostrar que g′(t) existe y es
igual a 0.

Tomemos h > 0 muy pequeño y consideremos al emisor tipo
[p(t + h)]β = (t + h, av). Considérese la gráfica 3. La acción en
equilibrio (t + h, g(t + h)) debe estar fuera del ćırculo con centro en
p(t) + b y radio b = ||b||, pues de lo contrario el emisor tipo p(t)
preferiŕıa la acción (t + h, g(t + h)) estrictamente a la acción (t, g(t)).
Por otra parte, el punto (t + h, g(t + h)) debe estar dentro del ćırculo
con centro en p(t + h) + b y radio

√
b2 + h2, ya que de lo contrario

el tipo p(t + h) de emisor preferiŕıa la acción (t, g(t)) a la acción
(t + h, g(t + h)). Luego

|g(t + h) − g(t)|
h

≤
√

b2 + h2 −
√

b2 − h2

h

Al hacer h → 0, tenemos que:

lim
h+→0

g(t + h) − g(t)
h

= 0

Análogamente se demuestra que

lim
h−→0

g(t + h) − g(t)
h

= 0
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Luego g′(t) = 0 (cuando (t, av) está en la frontera de Ω, nos fi-
jamos sólo en el ĺımite ya sea por la derecha o por la izquierda). Como
t es arbitrario y g(au) = av por el lema anterior, tenemos que g(t) =
av para toda t. Esto demuestra lo que se queŕıa.

Gráfica 3




