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Resumen: Se analiza el impacto que tiene el uso creciente de los de productos
derivados en los objetivos de politica monetaria. Para ello, se desar-
rolla un modelo estocéstico de equilibrio general, en tiempo continuo,
de una economia monetaria en donde los agentes se encuentran ex-
puestos al riesgo de mercado. En el equilibrio se determina de manera
endogena la tasa de inflacién como funcién de los pardmetros de ten-
dencia y volatilidad de instrumentos derivados. Los resultados princi-
pales son: 1) el uso creciente de los productos derivados tiene un efecto
significativo en la tasa de inflacién y 2) bajo ciertas condiciones un
incremento en la volatilidad del mercado de derivados tiene un efecto
negativo sobre la inflacién.

Abstract: This paper is aimed in analyzing the impact of the growing use of
contingent claims in the objectives of monetary policy. To reach this
end, a continuous time, stochastic model of macroeconomic equilibrium
of a monetary economy where the agents are exposed to the risk market
is developed. In the equilibrium the inflation rate is endogenously
determined as a function of the trend and volatility of risky assets such
as derivatives. The main results are: 1) the growing use of derivatives
has a significant effect on the rate of inflation, and 2) under certain
conditions, an increase in the volatility of the derivatives market has a
negative effect on inflation.
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1. Introduccién

Sin duda, entre los temas actuales de mayor interés se encuentra el de
los productos derivados (forwards, futuros, swaps, opciones de diver-
sos tipos, notas estructuradas, titulos bancarios estructurados, snow-
balls y snowblades, swaps de riesgo de incumplimiento, borhis combi-
nados con opciones, etc.) y el impacto que el creciente uso de éstos
puede tener en los fundamentales de la economia, lo cual, a su vez,
tiene efectos en el proceso de toma de decisiones de los diferentes
agentes que participan en la economia (consumidores, inversionistas,
empresas, gobierno, exportadores, etc.) y en los objetivos planteados
por los disenadores de politica econémica; en particular en lo que se
refiere a las politicas monetaria y cambiaria.

Por otra parte, tradicionalmente la politica monetaria de un
banco central estd orientada a influir en el nivel de la tasa de interés
de corto plazo, lo que, al mismo tiempo, tiene efectos en la demanda
y oferta agregadas a través de varios canales de transmisién, para,
finalmente, afectar los precios. Entre los canales de transmisién se
encuentran: la curva de tasa de interés, el tipo de cambio y el precio
de diversos activos financieros; esto hace que las decisiones de con-
sumo y de portafolio de los agentes se vean afectadas, lo cual crea
una demanda natural de instrumentos financieros que permiten a los
agentes privados cubrirse contra diversos riesgos (mercado, crédito,
liquidez, operativo, pafs, soberano, etc.).

Debido al notable crecimiento en el uso de los productos deriva-
dos en los dltimos anos, la discusiéon en relacién a su efecto sobre
los objetivos de politica monetaria ha tomado gran relevancia. La
discusién se ha centrado en que el aumento del uso de derivados ha
propiciado cambios importantes en la forma en que la politica mone-
taria es conducida, comunicada y trasmitida a la economia. Tal es el
caso de la investigacién de Savona, Maccario y Oldani (2002), quienes
encuentran que los instrumentos derivados tienden a cambiar la efec-
tividad de las acciones de politica monetaria y modifican la esencia
de los instrumentos que pueden ser usados. Al respecto, existen otros
estudios que han documentado que los derivados tienen un impacto
favorable para las estrategias de los bancos centrales con propdsitos
de estabilizar los precios. Por ejemplo, un estudio del Bank for In-
ternational Settlements (1994) y otro de Upper (2006) muestran que
los derivados permiten que se incremente tanto la velocidad como el
grado de transmisién las acciones de politica monetaria.

No obstante lo anterior, también se ha encontrado que el uso
de productos derivados puede debilitar las estrategias de politica
econémica, como se muestra en Gomez, Vdsquez y Zea (2005) y
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Hunter y Smith (2002). De la misma manera, Fender (2000a, 2000b)
y Vickery (2008) han observado que el incremento en el uso de deriva-
dos para cubrir el riesgo, tanto corporativo como de intermediarios
financieros, proporciona una posible explicacién de la inestabilidad
del canal de crédito. Por otra parte, existen también estudios como
el de Morales (2001) que revela que el impacto de derivados en la
politica monetaria es ambiguo o el de Vrolijk (1997) que sustenta
que no existe evidencia de que la inflacién pudiera ser debilitada o
rezagada debido a la presencia de derivados.

En relacién con la politica monetaria se ha encontrado, en di-
versos trabajos, que ésta puede ser afectada por la estructura de los
mercados financieros, en particular, en lo referente a su grado de
completez (ver Vrolijk, 1997; Mies, Morandé y Tapia, 2002; Gomez,
Vésquez y Zea, 2005). Es decir, en mercados financieros desarrollados
parece no haber evidencia de un impacto significativo de los deriva-
dos sobre la politica monetaria, mientras que en mercados financieros
que aun se encuentran en desarrollo, sucede lo contrario. Una de las
razones del resultado es el efecto de la volatilidad de los mercados fi-
nancieros sobre la tasa de inflacién (Wagner y Berger, 2005; Beltratti
y Morana, 2006).

Con base en los estudios anteriores, este articulo intenta desarrol-
lar un modelo estocastico que permita ampliar el conocimiento acerca
de la forma en que el incremento en el uso de derivados impacta los ob-
jetivos de politica monetaria. Para conseguir dicho objetivo se recurre
a un modelo cuya estructura es similar a la expuesta en Cox, Ingersoll
y Ross (CIR) (1985), Lioui y Poncet (2004) y (2005) y Venegas (2006)
y (2008).! De tal forma que, como en Venegas (2009), Lioui y Poncet
(2004) y Bakshi y Chen (1996), se obtendra de manera enddégena la
tasa de inflacién de equilibrio.

Las principales diferencias del presente articulo con esos trabajos
son las siguientes: ) en relaciéon con Lioui y Poncet (2004) y Bakshi
y Chen (1996), mostramos que la tasa de inflacién es afectada por los
pardmetros de tendencia y volatilidad de instrumentos derivados; i)
en Lioui y Poncet (2005) los resultados obtenidos se usan para valuar
un derivado suscrito sobre una variable obtenida de manera endégena,
para ello utilizan una medida martingala equivalente (pricing kernel),
en nuestra investigacién para valuar un derivado se utiliza el hecho de
que el subyacente y el derivado comparten la misma prima al riesgo
y %) el modelo que se propone proporciona soluciones cerradas, lo

L En lo sucesivo Venegas (2008) se referird, en particular, a la seccién XIX:

Modelos econémicos de riesgos.
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que hace mas facil el entendimiento de diferentes aspectos del uso
creciente de los productos derivados.

El resto del articulo esta organizado como sigue: en la seccién dos
y tres se describe la estructura de la economia, se resuelve el problema
de decisién de consumo de los agentes representativos y se determinan
las condiciones de equilibrio general, para, posteriormente, obtener la
tasa de inflacién de equilibrio. A través de la seccién cuatro se deter-
mina el precio de equilibrio de un derivado suscrito sobre un activo
riesgoso. Por tultimo se presentan las conclusiones y algunos apéndices
que contienen detalles técnicos sobre los resultados obtenidos.

2. Estructura de la economia y problema del consumidor

En esta seccion se establecen los supuestos de la economia y las ca-
racteristicas de los individuos. Para ello, se considera que existe un
solo bien en la economia que puede ser asignado para el consumo o
la inversion. El producto de la tecnologia, en términos de unidades
de dicho bien, al tiempo ¢, es denotado por y(t) y sigue una ecuacién
diferencial estocéstica de la forma:?

dy (t) = y (¢) [nydt + o, dW,, ()] (1)

cuya solucién estd dada por (ver Karatzas et al., 1991):

y(t) =y (0)exp { (#y - %c@) t+oyWy (t)}

En términos estrictos una ecuacién diferencial estocdstica como (1) es una
notacién simplificada de la integral estocastica de tipo:

In y(t)=ln y(0)+f0t dqufOt AWy, (u).

Las reglas de la diferencial estocéastica se desprenden de las de la integral
estocdstica, sin embargo, se utiliza la diferencial estocastica por que permite, en
muchos casos, obtener resultados de manera més rapida y sencilla sobre la integral
estocdstica.
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donde pi, es la tasa de rendimiento medio esperada de la inversién del
activo fisico, o, es su volatilidad y W, (¢) es un movimiento browniano
definido en un espacio de probabilidad fijo

(Q<M>, FON,(FOD) | P(M)> ,
t>0

donde (FM)), o

cién relevante al tiempo ¢, t > 0).

Se supone también que el banco central emite dinero y arbitra-
riamente establece su tasa de rendimiento nominal igual a cero. Asi
mismo, la politica monetaria es conducida, de tal forma, que la oferta
monetaria, M (t), tiene la siguiente dindmica estocastica:

denota su filtracién aumentada (cualquier informa-

AM (t) = M (t) [pardt + oardWag (8)] | 2)

con solucién por (ver Karatzas et al. 1991):

M(t) = M(0) exp { (uM - %UM> ‘+ UMWM(t)} ,

donde pps es la tasa de crecimiento media esperada de la oferta mo-
netaria, ops es la volatilidad de la oferta monetaria y Wi (t) es un
movimiento browniano definido en un espacio de probabilidad fijo

(Q<M>, FON,(FOD) | P(M)> ,
t>0

donde, como antes, (}' (M)) £50 denota su filtracién aumentada. Se

supone que los movimientos brownianos dW, (t) y dWas(t) estén co-
rrelacionados entre si, de tal forma que:

Cov (AW, (), dWa () = p dt,

en donde p es el coeficiente de correlacion.

La incertidumbre exégena de la economia estd descrita tanto por
dW,(t) como por dWi(t). En este sentido, existe una variable de
estado, Z(t), la cual provee de suficiente informacién para describir
completamente los estados de la economia, al tiempo t. Es decir, los
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valores actuales de todas las variables econémicas se pueden expresar
como funcién de Z(t) y esta variable sigue el proceso estocéstico:

dZ (t) =7 (t) [,uZdt + ozpdWy (t) + O'ZydWy (t)] , (3)

donde los pardmetros pz, oza y 07y son constantes.

Asimismo, se supone que el nivel general de precios, P(t), es con-
ducido por choques tanto reales como monetarios y tiene el siguiente
proceso estocastico:

dP (t) = P (t) [r () dt + opprdWas (t) — opy, dWy(t)], (4)

donde 7 (t) es la inflacién media esperada al tiempo ¢, opysr > 0y
opy > 0 son sus respectivas volatilidades instantdneas.?

Se supone también que existe un bono libre de riesgo (de in-
cumplimiento) de precio B(t) que satisface:

dB () = i (t) B (0)dt (5)

donde i(t) es la tasa de interés nominal, la cual se supone determinista
y B(0) = 1 representa su condicién inicial.

Debido a que existen dos fuentes de riesgo, Wy (t) y Was(t), y sélo
un activo financiero, los mercados son incompletos (ver Karatzas et al.
1991). Se define un subyacente X (t) que involucra las fluctuaciones
aleatorias de y(t) y M (t), el cual tiene una dindmica dada por:

AX (t) = X (t) [uxdt + oxydW, (t) + oxardWas (£)]

donde el parametro de tendencia, ug € IR, expresa la tendencia y
osm >0 y ogy > 0 representan sus respectivas volatilidades. El
derivado sobre X (t) tiene precio (t, X(t)) y se supone que sigue una
ecuacién diferencial estocastica de la forma:

ds (t) =5 (t) [’U,Sdt + USydWy (t) + ospdWiy (t)] . (6)

3 Rl proceso descrito para la tasa de inflaciéon es como el que se presenta en
Bakshi y Chen (1996).
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En la seccién 4 se definirdn las condiciones de frontera (funcién
de pagos) de un derivado (una opcién) sobre X (t) y se utilizaran los
resultados obtenidos en la seccién 3 para su valuacién.

Se supone que existe un nimero finito de individuos idénticos
en sus preferencias y dotaciones. Cada individuo obtiene satisfaccién
por el consumo del bien genérico que se produce en la economia, c¢(t),
asi como por la tenencia de saldos monetarios reales, m(t). Esto
dltimo debido a los servicios de liquidez que ofrece el acervo nominal
de dinero. Todos los individuos coinciden en que las oportunidades
de inversién, la oferta monetaria y la tasa de inflacién son como se
han descrito hasta ahora. La funcién de utilidad de cada individuo
es del tipo Sidrauski (1967) y tiene la siguiente forma:

Ult,c(t),m(t)) = e % [plne(t)+ (1 —p)Inm(t)], (7)

donde § > 0 es la tasa subjetiva de descuento y 0 < ¢ < 1 un
parametro que mide la importancia relativa entre el consumo del bien
de consumo y la tenencia de saldos reales.

Se supone que cada individuo puede asignar proporciones de su
riqueza a la tenencia de saldos reales 6,,, a la inversién en el activo
fisico 6y, al derivado contingente 65 y al bono 6, = (1 — 6, — 85 — 6,,).
Por lo tanto, el problema que enfrenta este individuo es maximizar
su utilidad esperada descontada al tiempo, tal y como sigue:

l\glz)L)girgizgarE 706765 [elnc(s) + (1 —¢)Inm(s)]ds|Fo| , (8)
c(t),04,0s,0m 0

donde F, representa la informacién disponible al tiempo ¢ = 0.
Por lo tanto, el problema (8) estard sujeto a que la evolucién de la
riqueza real, a(t), de cada individuo al tiempo ¢, satisfaga (véase el
apéndice 1):

da(t) = a(@){[rs + 0y (By —15) +05(8s — 1) +i0m — (c(t)/a(t))] dt

+[opy + 65 (0sy — opy) + 0y0, ] AW, (1) 9)

+10s (05 +opar) — opn| AWy (B) )
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donde

2 2
By =uy — T +0pp — 20PMOPyp + 0p, +0PyTy — OPMOYP,

2 2
Bs =us —T+0py —20PMOPyp + Opy — OPMOsyp + O5y0py

—OPMOSM + OSMOPyp,

. 2 2
Ty =1 —T+0py — 20pMOPyp + Opy-

La ecuacién (9) es la ecuacién diferencial estocdstica de acumu-
lacién de la riqueza real de cada individuo, en términos de las par-
ticipaciones de cada activo, asi como del consumo. Por conveniencia,
esta ecuacion puede ser escrita de la siguiente forma:

da (t) = a(t) [uedt + 04y dWy () + oarrdWas (1)) (10)
donde

g =15+ 0y(By —15) +05(Bs = 70) + i0m — (c(t)/a(t))  (10.1)

Oay = 0py + 05 (0sy — opy) + Oy0y (10.2)

Oart = 0s (0sm +0prm) — opPm (10.3)

3. Caracterizacion del equilibrio

En esta seccion se obtendrd la tasa de inflacién de equilibrio. Para
ello, se supone primero que para que la economia se encuentre en
equilibrio se debe cumplir lo siguiente:

(7) dados los procesos descritos en (1)-(6), tanto el consumo ¢*(t)
como las proporciones 6y, 07, 67, son dptimas;

(4i) el mercado de activos financieros se vacia, por lo tanto se
cumple que: a(t)0; =0y a(t)(1 - 0;,0;,,0; v

(#i7) la oferta monetaria es igual a la demanda de saldos reales,

esto es: % =m(t) = a(t)Om.
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Es importante mencionar que el supuesto de que el mercado
de activos derivados contingentes se vacia es una simplificacion de:
> a® () 0% = 0, donde H es el nimero de individuos en la economfa.
h=1
Si por ejemplo H = 1, por lo tanto se cumple que: a(t)0% = 0. En
la siguiente proposicion se presentan los valores 6ptimos tanto de

0,05, 0y, como del consumo:

PROPOSICION 1. En equilibrio el consumo satisface:
¢* (t) = poalt) (12)
La tenencia de saldos reales es:

0, = (d-9)s (13)

i
La tenencia del derivado contingente es:

0% = Gy s = oy — (wy, = )posM +osy)] - (14)
para p € (—1,1).

Por la condicion de vaciado de los mercados, 0 = 0 es igual a
cero, por lo tanto, en equilibrio se cumple que:

Uy — 1 Us — 1

= (15)
Oy 0SSy + posm
La tenencia en el activo fisico es:
0 = 1 Uy =t (U%y +2posyosm + U%M) (16)

(1792)‘72'MUU 7

—(us —i)(osy + posm)

para p € (—1,1).

La ecuacién (12) establece que las decisiones de consumo son
independientes de los pardmetros financieros y dependientes de la
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riqueza, de la tasa subjetiva de descuento y del parametro que mide
la importancia relativa entre el consumo y la tenencia de saldos reales.
La ecuacién (13) expresa que la demanda de saldos reales es funcién
decreciente de la tasa de la tasa de interés nominal; intuitivamente
este resultado se puede interpretar de la siguiente forma: un aumento
en la tasa de interés nominal incrementa los deseos de los agentes de
sustituir dinero por bonos, lo que, a su vez, disminuye la tenencia de
saldos monetarios reales.

En la ecuacién (14) estd representada la tenencia del derivado
contingente. Debido a que dicha ecuacién estd definida para p €
(0,1), es decir, no existe una correlacién perfecta entre los choques
monetarios y reales, el término fuera del corchete es positivo y, por
lo tanto, la tenencia del derivado es funcién creciente de su prima
al riesgo ug — 4. Ahora, si suponemos que el término ogy + posm
es interpretado como la volatilidad del derivado contingente, lo cual
requiere suponer que ogy+posy > 0y, asu vez, que p > —0gy /s,
entonces se cumple que la tenencia del derivado es funcién decreciente
de la prima al riesgo del activo fisico. Esto es, si se mantiene lo demés
constante, un aumento en u, —i, disminuye la tenencia del activo fisico
en proporcién a

0Sy + POsm
(1 - pQ)O%MUy

La ecuacién (15) indica que tanto el derivado contingente como el
activo fisico comparten la misma prima al riesgo, (15) serd relevante
para valuar un derivado suscrito sobre un activo riesgoso en la seccion

4.

La ecuacién (16) representa la tenencia del activo fisico, la cual
es funcién creciente de su prima al riesgo u, — 4, y por el supuesto
de que la volatilidad del derivado ogy + posas es positiva y funcién
decreciente de la prima al riesgo del derivado contingente; lo que se
explica porque un aumento en ug — ¢ hard més atractivo invertir en
derivados y menos en el activo fisico.

En equilibrio la tenencia del activo fisico es funcién de la volatili-
dad del derivado contingente. Como se vera mas adelante, este tltimo
resultado es relevante para comprobar el impacto de los derivados en
los objetivos de politica monetaria, por lo que a continuacion se rea-
lizard un anlisis de estdtica comparativa. Al respecto, un cambio en
osy + posy impactard a 6y de la siguiente forma:
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09 1 —i —i
L= (“ T )>o (17)
dosy (1—p )USyUy Oy PSyosM +0sy
y
o0y _ 1 (uy—i_l(uS—i)p> (18)
dosm (1 —p?) o0y oy 2 psy +osm

El hecho de que (17) sea mayor que cero se debe a (15). Una in-
terpretacién de (17) es la siguiente: si se mantiene lo demés constante,
un aumento en la volatilidad del derivado contingente provocado por
choques reales, es decir, un aumento en og, incrementa la tenencia
del activo fisico; esto se puede explicar porque un aumento en la
volatilidad del derivado contingente, provocado por choques reales,
incidird en que, ante tal riesgo, los agentes cambiaran derivados por
otros activos, entre ellos el activo fisico.

El impacto de la tenencia del activo fisico que es provocado por
choques monetarios, cambio en ogjs, es ambiguo y estard en funcién
del signo del término entre corchetes de (18), por ejemplo, si se cumple
que:

P OsM
p*—2 0sy

entonces un incremento en ogps aumentard la tenencia del activo
fisico.
Ahora se determinard la tasa de inflacién de equilibrio.

PROPOSICION 2. La inflacién media esperada de equilibrio es:

() = ﬁ unt (@ — 1) + 0% (uy (i — @) + &) (19.1)

+ 602 0l o +&

Y

donde
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w=06(1—-¢)>0,

&L=i(w—0yom <p)—i2—ay oM P @,

b=i*+i(oy —pd—w)+¢ 6 w+w(@—1i)

y las respectivas volatilidades son:

0.

oy = LY (19.2)
w —1

opM = fUM, (193)
w —1

Como se puede observar en (19.1), la tasa de inflacién depende de
factores tanto reales como monetarios. Para el caso en que: @ > i, la
tasa de inflacién es funcion creciente de la tasa de crecimiento media
esperada de la oferta monetaria, uys, en cuyo caso seria consistente
con la intuicién y evidencia empirica que establece que, un choque
que afecte de manera positiva la oferta monetaria, conducird a un
incremento en el nivel de precios, de tamano: i/@—i. En este modelo
dicha relacién puede ser negativa si se cumple que @ < i, lo cual seria
tedricamente posible.

Se observa también que la tasa de inflacion es funcién de la tenen-
cia del activo fisico, la que, a su vez, es funcién de la prima al riesgo
del derivado contingente, asi como de sus respectivas volatilidades.
Este resultado es consistente con la literatura que documenta que
la volatilidad de los mercados financieros tiene importantes implica-
ciones sobre la inflacién, como Wagner y Berger (2005) y Beltratti
y Morana (2006). El efecto de estos pardmetros sobre la tasa de in-
flacién es ambiguo y estard en funcién de los signos de (17), (18) y de
uy(i— @) +& +2 60 07 . Por ejemplo, un aumento en la volatilidad
del derivado contingente provocado por choques reales, es decir, un
aumento en og, impactard la inflacién media esperada en:

o7 (t) i oae;

89; (O'Sy) - (’L — @)2 dO’Sy

[(uy (i — @) + &) +200005]  (19.4)
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Debido a (17), a partir de (19.4) se concluye que, si se mantiene
lo demés constante, un aumento en o, disminuird la tasa de inflacién
si se cumple que wuy (i —@) + &1 +2 0 05 @ < 0. Al respecto, autores
como Tytell y Wei (2004) y Spiegel (2008) encuentran que existen
una relacién inversa entre la volatilidad de los mercados financieros
y la tasa de inflacién. Es importante notar que en este trabajo se
ha supuesto una economia donde existe un solo derivado contingente.
Sin embargo, ante un aumento en el nimero de derivados disponibles
en la economia, el impacto reflejado en (19.4) serd mayor. Lo ante-
rior se puede ver en el siguiente ejemplo: supéngase que existe un
nimero N de derivados contingentes en la economia, que hasta ahora
se ha supuesto con probabilidad uno igual a uno, de tal forma que

la volatilidad del derivado contingente provocada por choques reales
N

sea ogy = ), 0%,, entonces un aumento en el nimero de derivados
n=1

disponibles amentard og,, con su respectivo efecto en (19.4).

4. Valuacién de derivados de equilibrio

En esta seccién se obtendra el precio de equilibrio de un derivado
contingente de precio: S(t, X (¢)), cuyo proceso estocastico es como el
descrito en (6), el cual estd suscrito sobre un activo riesgoso de precio,
X(t), y su proceso estocéstico es:

dX (t) =X (t) [uth + O'XydWy (t) + oxpdWas (t)] (20)

Para lo cual, en el problema (8) y (9) suponemos que el individuo
representativo tiene acceso tanto al activo riesgo como al derivado.
La proporcién de la riqueza que se destina a los activos riesgosos se
define como 6, y la proporcién de la riqueza destinada al derivados
sigue siendo 6;.

Bajo este nuevo planteamiento, y tal como en la prueba de la
proposicién 1, se obtienen 8} y 6%. Si aplicamos ahora la condicién
de equilibrio (11.2) se tiene que:

uX—i uS—i

POXM +0xy  POSM + 05y

(21)

El resultado obtenido en (21) implica que tanto los activos ries-
gosos como los derivados comparten la misma prima al riesgo. A
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partir de este resultado, la aplicacién del de lema de It6 a S(t, X (t))
y al manipular algebraicamente se obtiene lo siguiente:

PROPOSICION 3. Dada una condicién de frontera final (por ejem-
plo, una opcion europea de compra): S (t, X (t)) = max (X (t) — K, 0)
donde K es el precio de ejercicio, t la fecha de inicio del contrato y
T la fecha de vencimiento. El precio de equilibrio de una opcion eu-
ropea de compra cuando la condicion final es el valor intrinseco del
instrumento es:

S(X(),t, K, T,i) = X (t)® (dy) — K& (dg) e T8 (22)

donde
d 1
dd)= J et d=1-&(—d)
—00 27T
g (%) + (143 (0%, +20xy0xmp +0%p)) (T — 1)
1 =
\/(U§y+2anyXMp+U§(M) T—t
)

do =di — \/(Ug(y +2O’XyO'XMp+O’§(M) T—t

Este resultado es similar al encontrado por Lioui y Poncet (2005)
cuando el pardmetro p = 0, salvo por que en ese articulo se utiliza
una medida martingala equivalente para obtener la soluciéon. Otros
productos derivados, como forwards, bonos llamables, etc., pueden
también valuarse, basta cambiar la condicién de frontera. Asi mismo,
lo anterior complementa el resultado expuesto en Venegas (2008), en
cuanto a que el resultado se cumple tanto en un modelo de equilibrio
parcial como en uno de equilibrio general. Una diferencia importante
respecto de lo encontrado en Venegas (2008) es que, en esta investi-
gacidn, las volatilidades del activo subyacente separan el efecto de las
variables que afectan la economia.
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5. Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un modelo estocastico de equilibrio
general de una economia monetaria, el cual ha sido utilizado para
analizar el impacto del incremento en el uso de derivados sobre los
objetivos establecidos en los criterios de politica monetaria. Uno de
los resultados principales fue la obtencién de una solucién analitica
para la tasa de inflacién de equilibrio, como funcién de los parametros
de tendencia y volatilidad de derivados. El resultado sustenta, dentro
de un marco de equilibrio general, la hipétesis de que en mercados
financieros donde el incremento en el uso de derivados es marginal, el
efecto sobre el nivel de precios es poco significativo, mientras que, en
mercados financieros en desarrollo, el efecto es mayor.

De manera particular, se ha encontrado que tanto la tendencia
como la volatilidad del mercado de instrumentos derivados afecta a la
tasa de inflacién. Al respecto se encontré también que, bajo ciertas
condiciones, un cambio en la tendencia y/o volatilidad de los merca-
dos financieros tiene un efecto benéfico para los objetivos de politica
monetaria de los bancos centrales. Los resultados sustentan lo pro-
puesto por Semmler y Zhang (2007), en cuanto a que las acciones de
politica monetaria no deben ignorar el comportamiento de los activos
financieros. Por ultimo, con base en las condiciones de equilibrio ge-
neral, se obtuvo una ecuacion diferencial que satisface el precio de un
derivado suscrito sobre un activo riesgoso.
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Apéndice A1l

En este apéndice se determina la ecuacién diferencial estocastica de
acumulacién de la riqueza real del individuo. Para ello, se supone que
su riqueza en términos reales, a(t), estd dada por:

a(t)_%+s(t}+m(t}+b(t}—c(t) (A1.1)

donde y(t)/P(t) es la ganancia por la inversién en el activo fisico,
con el indice general de precios como numerario, s (t) = S(t)/P(t) y
b(t) = B(t)/P(t) son los precios reales del derivado contingente y el
bonoy m (t) = M(t)/P(t) es la demanda de saldos reales. Asi mismo,
la evolucién de la acumulacién de la riqueza real es conducida por la
siguiente ecuacion diferencial estocastica:

da(t) = a(t)[0,dRy + 0,dR + 0,,dRyp (A1.2)

+(1 =0y — 05 — 0,,,)dR,| — c(t)dt

donde 6; = j/a(t) es la proporcién de la riqueza real destinada al
activo j, 3 =y (t),m(t),s(t). Se ha denotado a dRg como la tasa
de rendimiento real sobre el activo S(t), para lo cual se ha aplicado
el lema de It6 de tal forma que:

d(S(@®)/P(t))

s = =g0)/P(0)

= (us — T+ 0%y —20pMTPyp + ‘7123y (A1.3)
—OpMOSyP +08y0py — OPMOSM + O’SMO’pyp)dt
+(osy — opy)dWy + (opm + osar)dWiy

De igual forma, el rendimiento estocastico por la tenencia de
saldos reales, dR,,, se obtiene de la aplicaciéon del lema de Ito al
cambio porcentual del inverso del nivel de precios:

= (U — T+ 0%y + ‘7123y (A1.4)
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—ZUPMUPyp + U?gy)dt + UpydWy —oppudWy

= (uy—m+opy (A1.5)

—20ppmopy p+ ‘7123y + 0pyOy — OPM pr)dt

+ (Upy + O'y) dWy —oppmdWar

d(B(t)/P(t
dR, = w =i—T+0py —20PMOPyp + Ul23y (Al.6)

B(t)/P(t)

Después de sustituir (A1.3) - (A1.6) en (A1.2) y al reagrupar
términos se obtiene (9).
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Apéndice 2

Prueba de la PROPOSICION 1
Con el propésito de caracterizar la solucién éptima del problema ex-

puesto en (8) y (10), es conveniente definir a la funcién de utilidad
indirecta al tiempo t¢:

J(ta(t), P(t) = max B[ e [plnc(s) (42.1)
C(t)veyvesvem 0

+ (11— 1nm(s)]ds|.7:0

La expresion (A2.1) conduce a la siguiente relacién de recursivi-
dad temporal sobre la funcional J(t, a, P):

t4dt
J(t,a(t),P(t)) = max E{ J e [plnc(s) (A2.2)
c(t),0y,05,0m ¢

+(1—¢) Inm(s)]ds+ 70 e %8 [plnc(s)+(1—p) Inm(s)] ds|.7-'0}
t4dt

Asi mismo,

t4dt
J(t,a(t),P(t)) = max E{ J e [plnc(s) (A2.3)
e(t),0y,05,0m ¢

+(1—¢p) Inm(s)]ds+ ?o J(t+dt, a+da, P—|—dP)ds|.7-'0}
t4dt

Si en esta ultima expresion se aplica el teorema del valor medio
para integrales en el primer término y se expande en serie de Taylor
el segundo término se obtiene:
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t4dt
J(t,a(t),P(t)) = max E{ J e [plnc(s) (A2.4)
c(t),0y,05,0m ¢

+(1—¢) Inm(s)|ds+o(dt)+J (t,a, P)+dJ (t,a, P) |f0}

De manera equivalente:

_ —ot
J(t,a(t), P(t)) = c(t),enz,?(i,em E{e [plnc(t) (A2.5)

+(1 — @) Inm(t)] +o(dt) + dJ(t, a, P)|.7-'0}

Si se aplica el lema de It6 a J(¢,a, P), la ecuacién anterior se
puede escribir:

0= c,ei,r}(-i),(em E{etst [plnc(t) + (1 —¢)Inm(t)]+o(dt)  (A2.6)

i + Jattaa + JpmP+Jaaa® (0202, + 20ay0arnip + 0231
+35JpPP*(0%p + 0%, — 20Py0PNP)

—|—JapaP(aayapMp — OpyOaMpP +O0PMOaM — apyaay)]dt

—|—(Jaaaya — JpUpyP)dWy + (JaUaMCL + JPUPMP)dWM|.7:0}.

Si ahora se divide la expresién anterior entre dt, se usa la pro-
piedad de que o (dt) /dt — 0 cuando dt — 0 y se toma valor esperado
de los dos lados de la expresién, se obtiene la ecuacion de Hamilton-
Jacobi-Bellman:
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0= max E{e‘” [plnc(t) + (1 — @) Inm(t)] (A2.7)

¢,0y,05,0m

+ [Jt + Jattaa + JpP + 3 Jaqa® (02, + 20ay0arip + 02y1)
+ 5JppP? (0hp + 0By — 20py0PMp)

+ JapaP(0ayoprip — 0pyOarip+ OpMOart — O'Py"'ay)] }’

donde J; es la derivada parcial de J(t, a, P) con respecto del argu-
mento 1.

La (A2.7) es una ecuacién diferencial parcial en J(t, a(t), P(t)).
Para encontrar su solucién se propone un candidato en variables se-
parables:

J (t,a(t), P(t)) = F (a(t), P(t)) e (A2.8)

Si se sustituye (A2.8) en la ecuacién (A2.7) se obtiene:

0= max {(plnc(t) + (1 =) Inm(t) — 6F (a(t), P(t)) (A2.9)

¢,0y,05,0m

1
+ Fouqa(t)Fpr(t)P(t) + §Faaa(t)2(agy + 20,y 0amp + a?lM)

+ §Fppp(t)2(0’123M + UI%Y - QUprpMp)

+F.pa(t)P(t) [(UaYUPM —O0PYOaM) P+ OPMTalM — UPYUaY] }
Se propone ahora la siguiente forma funcional para F'(a(t), P(t))

F(a(t), P(t)) =+ [na(t) + mP(t)] + H (P(t))  (A2.10)
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Si ahora se sustituye la expresién (A2.10) en (A2.9) se obtiene:

0= Jnax {(plnc (t) + (1 — ) Inm (¢) (A2.11)

-5 [”yo + 7 [Ina(t) +InP(t)]|+ H (P(t))] T MNia
(s + s (P 0)) PO
1

_5")/1 (0(21Y —+ ZUaYUaMP+ U(2I,M)

+ 3P0 (52t (P0) = 525 ) (Ghas + oy —20rvoruns)

Con el fin de determinar H(P(t)) a partir de la ecuacién (A2.11)
se resuelve la siguiente ecuacion diferencial ordinaria de segundo or-
den:

0= —8[nlnP(t) + H(P(t))] (A2.12)

4 (P”Y(lt) + %H (P (t))) 7 (t) P ()

1 d?
+ 5P(t)2 (—H (P(t)) — SE. ) (0br + 0Py —20pyopMp)

dP(t)? P(t)?

Se puede demostrar que la funcién H(P(t)) (por sustitucién di-
recta) que resuelve (A2.12) estd dada por:

H(P(t)) = Pyl n=2mvml},, (42.13)

1

+P(t) {zr[m—2r-vm]} ~v3 — y1nP (t)

donde
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2 2
M =0py + 0py —20pyopMp

y
e = 0py — 40ppopyp+ [(2+4p°) by — 4n(t) + 8] oy
1
+8cpyopmp (w(t) —26— 50123)/) +0by +0by (85 — 4m (1)) +4m(t)”

En la ecuacién (A2.13) 71 es un coeficiente que serd determinado
mas adelante. Por su parte, y2 y 773 son coeficientes que se determinan
de tal manera que H(P(0)) = 0y H'(P(0)) = 0. A continuacién
veremos que la dependencia de estos coeficientes se elimina. Si se
sustituye la funcién H(p(t)) dada en (A2.13), asi como los valores de
Ua, Tay ¥ Oamr € (A2.11), se obtiene:

V= c,eg}(-i)fgm{¢lnc(t) + (=) lnm(t) + ”Yl{iab - % (A2.14)

1
—dlna(t)—7(t) — 59? (0&n +205y05Mmp + Ugy)

(0’123M + 9y2a§ + 0’123y)

N~

+ 05 [us — Oyoy (05y + o5MP)] +

- UPMUPyP+9yuy} _705} =0

Ahora se determinardn las condiciones necesarias y suficientes
para la maximizacién de (A2.14), de tal manera que dichas condi-
ciones sean funciones de: ¢, 0y, 0, y 0p,, de la siguiente forma:

o = £ —nelt) (42.15.1)

Pec(t) =0 (A2.15.2)
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1/)9y = {uy — 7 — 9y0y2 —bO,0v (USMP + Usy)} <0 (A2153)

g, 0, =0 (A2.15.4)
l—o .
Yo, =5 —mi<0 (A2.15.5)
Vg,,0m =0 (A2.15.6)
Yo, = ”Yl{us —i(08y + 205y05mp + 0%,) bs (A2.15.7)

—(O'Sy —|—0’5Mp) O'yoy} <0

¥, 05 =0 (A2.15.8)

A partir de (A2.15.1) a (A2.15.8) se obtienen los resultados descritos
de (12) a (16).

Los valores de 1 y 7o se obtienen como sigue: el consumo 6ptimo
es: ¢*(t) = @a(t)/y1. Este resultado, junto con los valores dptimos
0y,0% y 0, y a partir del hecho de que m (t) = a;0);,, conduce a:

eIn(pa/B) + (1 = ¢)In(aby,) — dv1lna(t) —p — Gos  (A2.16)
+% {—2i9§; — (0% + 205,050 p + 0%y )02
+20% [us —0,(0y0sy + O'yO’SMp)] - 9;205 —2m

+0Par — 20pMOPyp + ‘7123y + 295uy} =0

Si ahora se elimina la dependencia en a(t) en (A2.16), se obtiene
que y; = 3. Al sustituir 71 en (A2.16) y resolver para 7o se obtiene:
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1 1
0= {1 60) + 1w (1- ) + 5 (42.17)

{—21'9?; — (08p + 205y05Mp + 0oy ) g:*
+20; [uS =0, (0y0sy + UyaSMp)] - 922‘75

—27 + 0Py — 20pMOPyp + ‘7123y + 2951@} - <p}
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Apéndice 3

Prueba de la PROPOSICION 2

Al utilizar la condicién de equilibrio (11.3) y resolver para el nivel de
precios tenemos:

P(t) = (A3.1)
Si se aplica el lema de Itd a (A3.1) de tal forma que:

dP(t) = d (%> ! (43.2)

a) Om
Se tiene que:

d(M/a)

M/a = (um —ug + o’?ly +204y0arip+ 02y — Tayorp  (A3.3)

—UaMUM)dt + (O'M — UaM) AWy — UaydWy

A partir de la definicién en (4) el proceso descrito para la tasa
de inflacién, con el empleo de las condiciones de equilibrio (11.1) y
(11.2), se tiene que la tasa de inflacién estd compuesta por su inflacién
media esperada (tendencia):

7T(t) = (um — Ug + Ugy - 2UayUaMp + 0'(21M (A341)
1
—OayOMP — UaMUM)oT

asi como sus respectivas volatilidades:
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o = T (43.4.2)
y
opy = C;jjy (A3.4.3)

De igual forma, el crecimiento medio esperado de la riqueza real
satisface:

Ug =1 — T+ 05y —20’PyO'PMp—|—O'123y (A3.5.1)

+ 0, (uy — oyopyp + oyopy —i)) — 05,0 — (c*/a)
Las volatilidades de la riqueza real son:

OagM — —OPM (A352)

Oay = Opy + 9;0@ (A353)

e resuelve el sistema de seis ecuaciones con seis incégnitas
S 1  sist d tas,
7 (t) , Ua, OPM, OPy, TaM ¥ Tay, de tal forma que se obtiene (19).
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Apéndice 4

Prueba de la PROPOSICION 3

Se aplica el lema de It6 a S(t, X (t)) y se obtiene:

0S(t, X 0S(t, X
ds(t, X) = ((% )+ éX )uXX (A4.1)

925(t, X)

1
3 X2 X2(a§(y+2axanMp+a§(M) dt

dS(t, X) dS(t, X)
+ —ox XoxydW, + —ax XoxndWyr

Igual que en Venegas-Martinez (2008) se define ahora:

1 [8S(t,X) St X)
us= gy | ot ox ux X (A4.2.1)

925(t, X)

1
2 7 ox2 X* (0%, +20xy0x0p + 0% pr)

188t X)
OSy = 5 (t, X) 0X XO'Xy (A422)
y
! 88@’ X) XO'XM' (A423)

TIMT S X)) 0X

Al sustituir (A4.2) en (21) se obtiene:
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oS(t,X) 0S(t,X).
o + X iX (A4.3)
92S(t, X)

1 .
3 T axe X2 (g§y+2UXyUXMp+U§(M) —iS=0

Se define ahora \/ag(y +20xy0xMp+ 0%, de tal forma que

(A4.3) se convierte en:

8S(taX) 8S(taX) 182S(t5X) 2 2 . —
o + X ZX+278X2 X0%—iS(t,X) =0 (A4.4)

Como se puede apreciar, la expresién (A4.4) coincide con la
ecuacién diferencial parcial (de segundo orden y lineal) de Black-
Scholes (1973), cuya solucién es (22).





